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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden nicht-asymptotische Konfidenzbereiche fiir den extrinsischen Erwar-
tungswert von Zufallsvariablen mit Werten auf dem Einheitskreis konstruiert. Dabei wird ne-
ben der Hoeffdingschen Ungleichung, der Tschebyscheffschen Ungleichung und Hoeffdings Theo-
rem 3, eine verschéirfte Version der Hoeffdingschen Ungleichung fiir die Konstruktion verwen-
det. Letztere wird dazu hergeleitet und bewiesen. Die Konfidenzbereiche werden dann fiir zwei
Anwendungsbeispiele mit unterschiedlich stark konzentrierten Daten konstruiert und sowohl

untereinander als auch mit asymptotischen Konfidenzbereichen verglichen.

Abstract

In this Bachelor Thesis we will design non-asymptotic confidence regions for the extrinsic popu-
lation mean of random variables with values on the unit circle. To this end we will consider the
Hoeffding’s and Chebychev’s inequality as well as Hoeffdings Theorem 3 as well as a tightened
version of the Hoeffding’s inequality. The latter is first derived and proved, then used for the
construction of confidence regions. These are determined for two datasets of different concen-
tration. Finally, we compare the confidence regions among each other but also with asymptotic

confidence regions.
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Notationen 11
Notationen

Mengen und Vektorrdume

N die nattrlichen Zahlen {1,2,3,...}

R oo die reellen Zahlen

R™ . {(v1,...,v,) | v; € R} der Vektorraum aller reellwertigen n-Tupel, n € N
Spanv .............. der von v aufgespannte lineare Unterraum

Ut das orthogonale Komplement eines linearen Unterraums U
(a,b) / [a,b] ........ das offene/abgeschlossene Intervall von a bis b

B.(x) / Bo(z) ...... der offene/abgeschlossene Ball um z mit Radius ¢
St {v € R? | ||v|]| = 1} der Einheitskreis

Ty oo die charakteristische Funktion der Menge A

Vektoren in der Ebene

R das Standardskalarprodukt im R?

ol oo die euklidische Norm eines Vektors v € R?

ol der transponierte Vektor von v € R?

Z(v1,v9) i der zwischen v; und vy eingeschlossene Winkel, v, v, € R?
Stochastische Begriffe

P ein Wahrscheinlichkeitsmafl

EX ... der Erwartungswert einer Zufallsvariable X

Var X .............. die Varianz einer Zufallsvariable X

N(p,0?) oo Normalverteilung mit Parametern p und o2

X, SENS SR X, konvergiert fast sicher gegen X

F,—F .. ......... F,, konvergiert in Verteilung gegen F




1 FEinleitung 1

1 Einleitung

In vielen Bereichen der Naturwissenschaften treten in natiirlicher Weise zirkuldre Daten, d.h.
Daten in Form von Richtungen oder Achsen, auf. Insbesondere wenn es um Himmelsrichtungen,
wie etwa den Flugrichtungen von Végeln oder den Ausrichtungen von Sedimentschichten in
Gesteinen geht, kann man dabei ohne Einschrinkung die Daten auf dem Einheitskreis verteilt

sehen.

Mé6chte man nun Erwartungswerte bestimmen oder Konfidenzbereiche konstruieren, tritt das
Problem auf, dass der Einheitskreis S* = {v € R? | ||jv|| = 1} nur ein topologischer Raum
ohne Vektorraumstruktur ist. Insbesondere ist zunédchst die Definition eines Erwartungswertes
einer S'-wertigen Zufallsvariable Z nicht unmittelbar klar. Man bettet daher die Kreislinie als
Untermannigfaltigkeit in den Vektorraum R? ein. Dann kann man sich der Werkzeuge, die fiir
die Ebene bekannt sind, bedienen und anschliefend Projektionen auf den Kreis betrachten.
In diesem Zusammenhang werden wir den extrinsischen Erwartungswert betrachten, welcher
ein Punkt ¢ € S! ist, der den Abstand vom Erwartungswert EZ im Vektorraum R? bzgl. der
euklidischen Norm minimiert. Dieser liefert uns eine intuitive Definition des Erwartungswertes
auf dem Einheitskreis. Ist EZ # 0, so ist € gegeben durch die Orthogonalprojektion von EZ
auf den Kreis. In diesem Fall gilt ¢ = £Z.. Andernfalls ist ¢ = S*. Ziel dieser Arbeit ist es,

IEZ] "
nicht-asymptotische Konfidenzbereiche fiir den extrinsischen Erwartungswert zu konstruieren.

Hauptséchlich werden wir Abschatzungen mit Hilfe der Hoeffdingschen Ungleichung treffen,
einer Ungleichung, welche fiir beschrankte Zufallsgrofien eine exponentiell gute Abschiatzung
fiir die positive Abweichung des Mittelwertes vom Erwartungswert liefert. Diese leiten wir in
Abschnitt her. Dartiber hinaus betrachten wir in Abschnitt drei weitere Ungleichungen
fiir beschrankte Zufallsgrofen, welche die Varianz berticksichtigen. Insbesondere leiten wir eine
verschéarfte Variante der Hoeffdingschen Ungleichung her und beweisen diese. Abschlieend wer-
den wir einen Vergleich der Ungleichungen durchfiithren. Dieser wird uns darauf schliefen lassen,
dass sich mit den Ungleichungen aus Abschnitt gef. bessere Konfidenzbereiche konstruieren

lassen, als lediglich unter Benutzung der Hoeffdingschen Ungleichung.

In Kapitel |3| konstruieren wir Konfidenzbereiche fiir den extrinsischen Erwartungswert. Dafiir
werden wir neben der Hoeffdingsche Ungleichung die drei Ungleichungen aus Abschnitt be-

nutzen, wobei die Tschebyscheffsche Ungleichung nur zu Vergleichszwecken dienen soll.
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Genauer werden zunéchst unter der Hypothese EZ = ¢ Mengen M (q) konstruiert, welche den
Mittelwert Z, = ", Z; (im R? gebildet) mit grofer Wahrscheinlichkeit enthalten. Mit Hilfe
dieser Mengen und Z, betrachten wir dann die Menge aller ¢, fiir die Z, € M(q) gilt, d.h.
den Annahmebereich eines Tests der Hypothese EZ = ¢. Diese Konstruktion werden wir auf
zwei verschiedene Weisen durchfithren — zuerst ohne und anschliefend unter Einbeziehung der
Varianz. Die Projektion des Annahmebereiches auf den Kreis liefert uns dann einen (1 — «)-

Konfidenzbereich fiir den extrinsischen Erwartungswert.

Dartiber hinaus werden in Abschnitt asymptotische Konfidenzbereiche konstruiert, welche

wir spéater mit den nicht-asymptotischen Konfidenzbereichen vergleichen werden.

Alle konstruierten Konfidenzbereiche werden wir in Kapitel {4 fiir zwei Anwendungsbeispiele
bestimmen. Diese werden dann untereinander, sowie mit den asymptotischen Konfidenzberei-

chen verglichen.

Kapitel |5 soll schliefllich die Ergebnisse dieser Arbeit zusammenfassen und dariitber hinaus

Anregungen fiir weitere Konstruktionen bieten.
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2 Maflikonzentrationsungleichungen fiir

beschrinkte Zufallsgrofien

In diesem Kapitel werden wir alle Ungleichungen vorstellen, die wir zur Konstruktion von
Konfidenzbereichen in dieser Arbeit bendtigten. Dabei beschéftigt sich Abschnitt mit der
Hoeffdingschen Ungleichung, welche wir fiir jeden Konstruktionsschritt benotigen werden. In Ab-
schnitt betrachten wir Ungleichungen mit zweiten Momenten, genauer die Tschebyscheffsche
Ungleichung, Hoeffdings Theorem 3 und die Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung. Diese
werden wir in Abschnitt [3.2] zur Konstruktion der Konfidenzbereiche verwenden. AbschlieSend
vergleichen wir letztere drei Ungleichungen aus Abschnitt miteinander, um herauszufinden,

ob es eine ,beste“ Abschatzung gibt.

2.1 Die Hoeffdingsche Ungleichung

Dieser Abschnitt wird sich mit dem Ausgangspunkt dieser Arbeit befassen — der Hoeffdingschen
Ungleichung. Der Beweis wurde in grundlegenden Ziigen aus [Hoe63, Theorem 1] tibernommen,
wird jedoch in etwas allgemeinerer Form gefiihrt. Im Fokus stehen dabei unabhéngige, be-
schriankte Zufallsgroen Xi, Xs, ..., X, die (zumindest fast sicher) nur Werte aus dem kom-
pakten Intervall [a, b] mit —co < a < b < oo annehmen. Wir wollen zunéchst einige Notationen

einfithren.

Definition 2.1 Es seien X, X5, ..., X,, unabhangige Zufallsgroflen mit endlichen ersten und

zweiten Momenten auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, IP). Wir schreiben dann
2 v I ¢

E EX;, oc“:=nVarX, = — E Var X;.

; n =

Bevor wir zur Aussage der Hoeffdingschen Ungleichung und deren Beweis kommen, miissen wir

zundchst einige vorbereitende Aussagen treffen.

Bemerkung 2.2 Es seien —00 < a < b < oo und Xy, Xs,..., X, reelle Zufallsgrofien mit
a < X; <bfiri=1,2,...,n. Dann gilt a < p < b. Gilt u = a, so folgt EX; = a und somit
X,; = a fast sicher fiir ¢« = 1,2, ..., n. Die Zufallsgrofien sind in diesem Fall einpunktverteilt auf
a und es gilt IP’( ) = 0 fir jedes t > 0. Eine entsprechende Aussage gilt, falls y = b

ist.
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Bemerkung 2.3 Es seien X1, X, ..., X,, unabhingige Zufallsgrofen und S, = nX,,. Dann ist
P (Sn - ESn > nt) = E]I{Sn—ESn—ntZO}'

Fiir jede Konstante i > 0 ist exp (h (S, — ES,, — nt)) eine Majorante fiir 1, ks, —nt>0}. Folg-
lich ist

P ()?n —u> t) =P (S, — ES, > nt) < EelSn—ESn—nt),
Aus der Unabhéangigkeit der X; folgt

P (X, — > t) < B Bsnnt) — o-nt ] geh(XiBX0), (2.1)
=1

Damit wir P (X’n — > t) abschétzen konnen, gilt es eine obere Schranke fiir den Erwartungs-
wert ([2.1)) in Abhangigkeit von h zu finden. Diese liefert das folgende Lemma.
Lemma 2.4 FEs seien —oo < a < b < 0o und es sei X eine reelle Zufallsgroffe mit a < X < b.

Dann gilt fir jede reelle Zahl h € R die Ungleichung

b—a b—a

Beweis Da fiir alle h € R die Funktion ¢ — e konvex ist, gilt die Ungleichung

fir alle a <t < b. Aus der Monotonie des Erwartungswertes folgt dann die Behauptung. [ |

Wir werden nun die Aussage der Hoeffdingschen Ungleichung formulieren und beweisen.

Theorem 2.5 (Hoeffdingsche Ungleichung) Es seien X, Xs, ..., X,, unabhdingige Zufallsgrofien
mita < X; <b fiiri=1,2,...,n und es sei p = EX,,. Dann gilt firt € (0,b — p)

B _a n—a+t b b—p—t =
P (Xn — > t) < [<M> ('u) ] . (2.2)
w—a-+t b—p—t

Beweis Es sei h > 0. Aufgrund von Bemerkung [2.2| konnen wir 0.B.d.A. a < p < b annehmen.

Mit ([2.1)) folgt

P ()_(n — > t) < g hnt=hnp ﬁ Ee¥:.

=1

Mit Lemma konnen wir dann die Abschatzung

f[ Ee¥i < n f[ ( (b — EX,)e" + (EX; — a)ehb)

i=1 ( =1




2 Mafkonzentrationsungleichungen fiir beschrankte Zufallsgréfien )

treffen. Da das geometrische Mittel durch das arithmetische Mittel nach oben beschréankt ist,
gilt dann

(H ((b—EX;)e" + (EX; — a)ehb)> tol Z (b —EX;)e" + (EX; — a) ™) (2.3)

i=1 n:3

=" (b—p) +e" (u—a)

und folglich

P ()_(n — > t) < [ebiau (eh“ (b—p) +e" (p— a))] : (2.4)

Um eine moglichst gute Abschitzung treffen zu kénnen, minimieren wir nun die rechte Seite

bzgl. h. Dazu betrachten wir die Funktion

e~ h(t+p)

f:0.00) >R, b f(h) = ——— (e"(b— ) +e"(u —a)) . (2.5)

Die rechte Seite von (2.4]) ist genau dann minimal, wenn f es ist. Fiir die Ableitung gilt

e—h(t—&—u)

J'(h) = === [e" ((t+ p)(b = 1) = a(b = ) + " (¢ + o) (1 = @) = b(p — a))]

Diese ist dann und nur dann gleich null, wenn
M ((t+p—a)b—p) =" (t+n—b)(n—a)),

d.h. falls

(b-a) _ _(E+p—a)b—p)

eh
(t+p—0)(n—a)

gilt. Die Nullstelle i hat demnach die Gestalt

T f(R) = (0~ t = )b~ ) + (b~ — 1)~ a)
SZ:Zw—t—u+u—®
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Andererseits ist wegen a —t — < OQund b—t —pu >0

1
lim f'(h) = lim

h—o0 h—oo b —aQa

[eh(“_t_“) (a—t—p)(b—p)+ eh(b_“_t)(b —t—p)(p— G)} = 0.

Die Ableitung von f hat demnach in h einen Vorzeichenwechsel von Minus nach Plus. h ist also

Minimalstelle.

Setzen wir nun h in 1D ein, so erhalten wir

a—t—

f_ L [(=pumar T L (bmpp—ak )T
f(h) = ((u—a)(b—u—t)> (b u)+((u_a)(b_u_t)) (1 )]

—t— b—

- ((M—(Ma)_(;j;)—th(b—u)bx;t+((b_5)_(l;—_i+t)) bt?“(u_a)u;:a]

a—t—p b—pu—t
_ 1 (u—a—i—t) b=a (b—p) e +( b— )b—a (i—a+t)
b—a\ u-a b bt

p—a+t b—pu—t

1 w—a b—a b—,u> arn o )
_b—a(u—a+t> (b—u—t [(b—p—t)+ (p—a+1)]
w—a p—a+t b—u b—p—t ﬁ
Mit (2.4)) erhalten wir die Ungleichung (2.2)). =

Folgerung 2.6 Es seien X1, Xs,..., X, unabhdingige Zufallsgroffen mit —1 < X; < 1 fur
i=1,2,...,n und es sei p = EX,,. Dann gilt fir 0 <t <1— u:

n
2

1 pF14t 1— 1—p—t
_prt TR _ (2.6)
uw+1+t 1l—p—t

Bemerkung 2.7 In [Hoe63, Theorem 1] wird zudem gezeigt, dass die schwéichere Abschéitzung

P(X,—p>t) <

P(X,—p>t)<e 3t (2.7)

gilt, wenn die Voraussetzungen aus Folgerung erfiillt sind. Auf den Beweis werden wir an
dieser Stelle jedoch nicht néher eingehen. Die Ungleichung ([2.7) ist etwas leichter als (2.6 zu

handhaben und wird sich fiir gewisse Abschatzungen als ausreichend erweisen.

Bemerkung 2.8 Fiir den Spezialfall |u| = 1, d.h. = £1, liefert Folgerung[2.6]keine Abschéitz-
ung. In diesem Fall sind die Zufallsgrofen X7, ..., X, einpunktverteilt auf  und es gilt X,, = p
fast sicher, wie in Bemerkung bereits erwéhnt wurde.
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2.2 Ungleichungen zweiter Ordnung

Wiinschenswert wére es, wenn wir fiir unsere spéteren Konstruktionsschritte auch noch die
Varianz der Zufallsgrofle Z ausnutzen konnen, um ggf. noch ,bessere”, im Sinne von kleinere
Konfidenzbereiche zum selben Niveau zu konstruieren. Dabei verstehen wir unter der Varianz

einer vektorwertigen Zufallsvariable Z den Erwartungswert
Var Z :=E||Z - EZ|?,
sofern dieser existiert. Nimmt Z nur Werte auf dem Einheitskreis S! an, so gilt
VarZ —E|Z - EZ|’ —E| Z|]* - [EZ|]* = 1 - |[EZ|]*,

wobei EZ der Erwartungswert im R? ist. Wir stellen im Folgenden drei Ungleichungen vor, wel-

che wir anschliefend in Kapitel [3| zur Konstruktion von Konfidenzbereichen verwenden werden.

2.2.1 Die Tschebyscheffsche Ungleichung

Die einfachste Moglichkeit, die Varianz mit einzubeziehen, bietet eine multivariate Version der

Tschebyscheffschen Ungleichung. Diese hat fiir ¢ > 0 die Gestalt

E|Z —EZ|?

P(1Z-EZ] 2¢) < =,

)

sofern das zweite Moment der Zufallsvariable Z existiert. Betrachten wir unabhéngig und iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen Z, 7, Z,, ..., Z, mit Werten auf dem Einheitskreis, so gilt fiir
a € (0,1) und Z, = 1 Y1 | Z; die Ungleichung

< a, (2.8)

_ 1— 2
p (I!Zn _EZ)P > ”EZ”)

no

siehe [HK14, Theorem 1].

2.2.2 Hoeftfdings Theorem 3

Die Tschebyscheffsche Ungleichung nutzt jedoch nicht aus, dass die Zufallsvariablen, welche
wir spéater betrachten werden, beschrankt sind und ist dariiber hinaus meist unscharf. Fiir eine
bessere Abschétzung finden wir in [Hoe63|] die folgende Aussage, welche fiir zentrierte, nach

oben beschriankte Zufallsvariablen gilt.
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Theorem 2.9 (Hoeffdings Theorem 3) Es seien Xi, Xo,..., X, unabhdingige, zentrierte Zu-
fallsgrofien mit X; < b firi=1,2,...,n. Dann gilt firt € (0,b):

b -Gt 2o 1"

gl t bot+o t _b2+o'2

P(X,>t) < <1+02> (1—6)

Beweis Zum Beweis verweisen wir auf [Hoe63, Theorem 3]. |

Fiir b = 1 ergibt sich der fiir uns interessante Spezialfall:

Folgerung 2.10 Sind X1, X, ..., X, unabhdingige Zufallsgroffen mit X; < 1 und EX; = 0 fir
1=1,2,...,n, so gilt fir alle 0 <t < 1:

o4t
1-t

(1 + ;)“"2 (1— t)wz] n. (2.9)

P(ant)g

Bemerkung 2.11 Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Fiir 02 — 0 konvergiert die rechte Seite von (2.9)) gegen Null.

(ii) Ist 02 = 1, so liefert Hoeffdings Theorem 3 dieselbe Aussage wie Folgerung , wenn wir

dort p = 0 annehmen.

2.2.3 Hoeftfdingsche Ungleichung zweiter Ordnung

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Aussage der Hoeffdingschen Ungleichung zu verschérfen, um
damit bessere Abschétzungen treffen zu konnen. Insbesondere werden wir dann zweite Momente

mit einbeziehen konnen. Fiir den Beweis verbessern wir dazu zuerst die Aussage von Lemma [2.4]

Lemma 2.12 Es seien —oo < a < b < oo reelle Zahlen. Fiir jede reelle Zahl h > 0 gendigt
dann die quadratische Funktion p : R — R mit

(1) p(a) = e,
(2) p(b) = e,
(3) p'(a) = het

im Intervall [a,b] der folgenden Ungleichung:
M < p(t) < ——ehr 4 Z T ehd, (2.10)
Ist p eine weitere quadratische Funktion, die erfillt, so gilt fir t € [a,b] : p(t) < p(t).

Die Funktion p ist damit die beste quadratische Funktion in dem Sinne, dass sie die beste

Abschdtzung unter allen Parabeln in bietet.
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Beweis O.B.d.A. seien ¢ = 0 und b = 1, andernfalls skaliert man mittels s = z:—‘; um. Wir
nehmen an, dass p(t) = pat? + pit + po mit reellen Koeffizienten pg, py, p2 ist. Die Bedingungen

(1)—(3) erzwingen dann fiir die Koeffizienten die folgende Form:
po=1, pi=h, pr=e"—h—1

Die Funktion ¢ ~ e" ist auf [0, 1] gleichmifig konvex mit Konstante h? > 0. Dann gilt p, =
e" —h —1 > h? > 0. Somit ist p konvex, d.h. eine nach oben gedffnete Parabel. Fiir ¢ € [0, 1]
gilt demnach

p(t) < (1= t)p(0) +tp(1) = (1 —t) + te",

was das zweite Ungleichheitszeichen in (2.10) beweist.

Betrachten wir nun die Funktion ¢ mit q(t) = e — p(t) etwas genauer. Wegen (1) und (2) gilt
q(0) = ¢(1) = 0. Aus dem Satz von Rolle (siche z.B. [AE1Q, IV.2 Theorem 2.3]) folgt nun, dass
es ein £ € (0,1) gibt mit ¢'(§) = 0. Wegen (3) gilt zudem ¢'(0) = 0. Dann sind 0 und ¢ die
einzigen kritischen Punkte von ¢, denn andernfalls gédbe es eine zweite Nullstelle der zweiten

Ableitung, was wegen

1 2p2
" _ 1.2 _ht _ _
q'(t) = h%e —2p2—0<:>t—hln<h2>
nicht moglich ist. Dann kann ¢ aber neben 0 und 1 keine weiteren Nullstellen haben, sonst gabe
es neben 0 und ¢ einen weiteren kritischen Punkt. Ferner gilt

. / I ht o —
lim ¢'(t) = lim he™ — 2pst — py = o0.

Somit ist ¢/(t) > 0 fur alle ¢t > £. Aus dem Mittelwertsatz folgt dann, dass es ein £’ € (£, 1) mit

9(&) =q() +¢(E)NE -1 =) -1)

gibt und wegen ¢ € (0, 1) gilt dann ¢(§) < 0. Da es in (0, 1) keine Nullstellen gibt und ¢ stetig
ist, gilt dann ¢(t) < 0 fiir alle ¢ € [0, 1]. Somit ist e < p(t) fiir t € [0, 1]. Dies zeigt das erste
Ungleichheitszeichen in ([2.10]).

Ist nun p eine weitere quadratische Funktion, die ([2.10)) erfillt, so gilt in jedem Falle p(0) = p(0)
und p(1) = p(1); sonst wire das zweite Ungleichheitszeichen nicht erfiillt. Angenommen, es gilt
7(0) # h. Dann ist §(0) > h, andernfalls giibe es ein ¢ € (0,1), sodass p(e) < e, im
Widerspruch zu (2.10). Dann gibt es aber ein § € (0,1) derart, dass p(6) > p(d) gilt. Folglich
gilt p(t) > p(t) fur alle ¢ € [0, 1]. |
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Folgerung 2.13 Fiir Zufallsgrofien X mit a < X < b und h > 0 gilt die Ungleichung

Ee"* < Ep(X) < b-BX che EX —a e

2.11
- ~ b—a b—a ’ ( )

wobei p wie in Lemma gewdhlt sei.
Beweis Die Aussage folgt unmittelbar aus (2.10) durch Bildung des Erwartungswertes. [ |

Bemerkung 2.14 Fiir a = —1 und b = 1 haben die Koeffizienten der Parabel p in Lemma [2.12
die Gestalt

Do = le (eh —e - 2he_h> ,
pr=g (o),
Do = le (eh +3e7h 4 Qhe_h) .

Bemerkung 2.15 Es sei A > 0 und p die in Lemma betrachtete Parabel mit Koeffizienten
Do, P1, p2- Dann ergibt sich mit (2.11]) die folgende Ungleichung;:

Ee"* < p,EX? 4+ pEX + po.

Die Verwendung der Parabel in der Hoeffdingschen Ungleichung liefert demnach eine bessere
Abschétzung als in (2.2)). Betrachten wir nun den Beweis der Hoeffingschen Ungleichung genauer,

so bemerken wir, dass wir mit Lemma [2.12] eine verschérfte Aussage formulieren koénnen.

Theorem 2.16 (Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung) Es seien X1, Xo,..., X, un-
abhdngig und identisch verteilte Zufallsgrofien mit —1 < X; < 1 firi=1,2,...,n und es sei
pu =KX, sowie 0 = Var X;. Dann gilt firt € (0,1 — pu) und h > 0:

P (X, —p>t) < [ (py (02 + i) + pip+p0)| (2.12)

Die Koeffizienten py, p1,ps haben dabei die Gestalt wie in Bemerkung [2.14. Fir die Lésung h

der nichtlinearen Gleichung

o2 (t+p+1)((e2+p®)2h+1) —2h+2p—3) — 2 (o2 + 2 — 1)

= 2.13
(t+p—1)(c2+p2+2u+1) (2.13)

wird die rechte Seite von minimal. Die beste Abschdtzung liefert demnach
P(%-n2) <[ () )] @1

wobei p;, 1 = 0,1,2, die Koeffizienten entsprechend Bemerkung mit h = h seien.
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Beweis Es sei h > 0. Mit ([2.1]) folgt dann

P ()_(n —u> t) < g hnt—hnp ﬁ Ee¥,
i=1

Aus Bemerkung folgt nun

[TEe" < TT (p2EX? + piEX: +po) -

i=1 i=1
Analog zu (2.3) konnen wir dann die Abschéatzung

n

(ﬁ (P2]EXi2 +piEX; +po)> < )
=1 —

Z (p2EX¢2 + piEX; +Po)

=1

S|

=p2 (0% + %) + pr+ po
treffen. Folglich gilt:
P ()_(n — > t) < {e_ht_h“ (p2 (02 + ,u2> + p1p +p0)}n. (2.15)

Damit die Abschatzung moglichst gut wird, gilt es die rechte Seite der Ungleichung in Abhéngig-
keit vom Parameter h zu minimieren. Wir betrachten nur den Term innerhalb der eckigen
Klammern, da die rechte Seite genau dann minimal ist, wenn dies fiir den inneren Term gilt.
Dessen erste Ableitung nach h hat die Gestalt

e_h(t"ﬁ“‘)

4

{(t + ) ((eh —e " —2he™) (0 + p?) 4+ 2u(e" — ™) + e 4 2he™" + 36"‘)

— <(eh —e "4 2he™) (0 + p?) + 2u(e" + e + e — 2he™h — e_h) ] (2.16)
und wird genau dann Null, wenn

()0 + i+ 2+ 1) =0 — = 2p — 1)
= e " ((t+p) ((0* + 1) (2h +1) = 20+ 20 = 3) + (0* + 4®)(2h — 1) + 2 — 20 — 1),

d.h. falls

n _ () (0% +p?)2h +1) =20+ 20 = 3) + (0 + p*)(2h = 1) + 21 = 2h — 1
(t+p—1) (02 +p2+2u+1) '

Dies ist genau dann der Fall, wenn h die Gleichung ([2.13)) 16st. Die eckige Klammer in ([2.15)
konvergiert fir h — 0 gegen 1; ihre erste Ableitung konvergiert gegen —t < 0. Letzteres sehen
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wir mit (2.16)) ein. Fir A — 0 erhalten wir dort

—i((t+u)(1+3)—(2u(1+1)+1—1)) :—i(4t+4u—4u):—t.

Zusammen mit der Tatsache, dass die rechte Seite von (2.15) wegen 1 —¢ — p > 0 fir h — oo
gegen oo divergiert, sichert dies die Existenz eines (eindeutigen) Minimums. Die Minimalstelle
ist dabei gegeben durch die Losung h der Gleichung (2.13). |

Bemerkung 2.17 Wir betrachten eine Zufallsvariable Z mit || Z|| < 1. Ist u = [|[EZ]|, so gilt
o* =E|IZ - EZ|* = B|Z)} - |EZ|? < 1— 4.

Die Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung in Theorem liefert dann eine bessere
Abschatzung als die Hoeffdingsche Ungleichung in Theorem , wenn die Varianz o? nicht
maximal ist, d.h. falls 02 < 1 — p? ist. Fiir 0> = 1 — p? erhalten wir gerade die Hoeffdingsche
Ungleichung zurtick. Dann vereinfacht sich ndmlich Al

o (t+p+1)2h+1—-2h+2pu—3)—2(1—1)
¢ (t+pu—1)(1+2u+1)
20 +p+)(p—-1) (A—p)d+t+p)
2t +p—1(u+1)  (I+p)l—t—p)

Somit 1ost

(=) (A +t+p)
m<u+mu—t—m>

die Gleichung ([2.13). Betrachten wir nun (2.15)) etwas genauer. Fiir 0% = 1 — p? hat die rechte
Seite die Gestalt

[eh(tﬂn

5 (eh(l + ) +e (1 - ,u))} .

[e_h(tﬂ) (p2 +po + plli)} =

Setzen wir dort h = h ein, so erhalten wir

L+ p)(1—t—p)\ 2 (1= ) (4t 4 )\ 2 (L4001t — N} n
[2<(1M)(1+t+u)> (o) o+ (Tarerm) (1_“)”

(M)é(wwl)(l_t_,u)é(tw) [(1_“)%(1+t+u)+((1—t—u)(1—u))
(

[N

1—pu 1—t—pu
n

1 1
41 \atret) s g gte-1)
a ) ( “) M4t+p+1—t—p

1
2 1—u

:_< n+1 >t+,u+1( 1—pn )1—#—1& 2
\1+¢+p 1—t—p ’

L+t+p
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Fiir 0 <t <1 — p folgt somit insgesamt

pt1 p+1+t 1—p 1—pu—t1%
) (5 ]

Dies entspricht der Hoeffdingschen Ungleichung in Folgerung [2.6]

P(Xn—lu>t)§

2.3 Vergleich der verschiedenen Ungleichungen

Wir wollen die in den Abschnitten [2.2.1 vorgestellten Ungleichungen nun miteinander ver-
gleichen. Bei der Verwendung der Ungleichungen wird in der spateren Konstruktion stets p = 0
gelten. Unter dieser Annahme werden wir, gegeben n € N und o € (0, 1), die rechten Seiten der
Ungleichungen jeweils gleich o setzen. Dann bestimmen wir das entsprechende ¢ = t(0?) und
untersuchen das Verhalten von ¢ in Abhéngigkeit der Varianz o2. Fiir die Tschebyscheffsche
Ungleichung verwenden wir zum Vergleich den Radius des e-Balls. Fiir diesen gilt ¢ = \/%
gemaf . Da die Tschebyscheffsche Ungleichung jedoch, im Gegensatz zu den anderen Un-
gleichungen, in beide Richtungen gleichzeitig abschétzt, werden wir dort fiir die rechte Seite 2«
verwenden, um einen fairen Vergleich zu erhalten. Wir bemerken dazu, dass ein kleines ¢ fiir

die spatere Konstruktion stets besser ist.

Zu Demonstrationszwecken haben wir ¢(c?) in Abbildung fir n = 100 und o = 0,05
geplottet. Abbildung zeigt selbigen Plot mit logarithmierten Achsen. Die in diesem Ab-
schnitt betrachteten Ungleichungen sind farbig, im Vergleich zur Hoeffdingschen Ungleichung

in schwarz zu sehen.

Es fallt auf, dass die Abschétzungen von Theorem 3 und der Hoeffdingschen Ungleichung zweiter
Ordnung fiir 02 < 1 stets besser sind als die Abschitzung mit Hilfe der Hoeffdingschen Unglei-
chung. Ferner wird die Aussage von Bemerkung bestatigt, dass fiir maximale Varianz Ho-
effdingsche Ungleichung und Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung dieselbe Abschiatzung

liefern.

Weiter ist zu bemerken, dass die Abschétzungen nach Theorem 3 stets besser sind als jene nach
Theorem [2.16] wenn auch fiir groie 02 nur marginal. Die Tschebyscheffsche Ungleichung ist erst
fiir kleine o2 besser als die Hoeffdingsche Ungleichung, liefert jedoch fiir sehr kleine o2 sogar bes-
sere Abschitzungen als die Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung und ist schliellich sogar
besser als die Abschétzung nach Theorem 3. Dies erkennt man in Abbildung besonders
gut. Zusammen mit Theorem 3 ist die Tschebyscheffsche Ungleichung zudem die einzigen Un-

gleichung, fiir die die entsprechende Lésung der rechten Seite fiir 02 — 0 gegen Null konvergiert.
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Abbildung 2.1: Losungen t(0?) in der Hoeffdingschen Ungl. (schwarz), Hoeffdingschen Ungl.

zweiter Ordnung (blau), Theorem 3 (rot), sowie Tschebyscheffschen Ungl. (griin)

fir a = 0,05, = 0 und n = 100.
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Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass fiir stark streuende Daten Hoeffdings Theorem 3
die beste Abschétzung liefert. Sind die Daten stark konzentriert, sollte man eher die Tsche-
byscheffsche Ungleichung verwenden. Ist die Varianz klein, bieten jedoch alle in Abschnitt
betrachteten Ungleichungen eine bessere Abschiatzung als die Hoeffdingsche Ungleichung. Dies
soll uns dazu motivieren, in Kapitel |3| auch Konfidenzbereiche mit diesen Ungleichungen zu

konstruieren. Im Falle kleiner Varianz, werden diese Konfidenzbereiche dann vermutlich besser

sein.
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3 Die Konstruktion der

Konfidenzbereiche

In diesem Kapitel wollen wir neben einem Konfidenzbereich mit Hilfe der Hoeffdingschen Un-
gleichung [2.5) in Abschnitt [3.1] auch weitere Konfidenzbereiche unter Einbeziehung der Varianz
in Abschnitt [3.2) betrachten. Wenn wir von Konfidenzbereich sprechen, meinen wir dabei immer

Konfidenzbereiche (zum Niveau 1 — «) fiir den extrinsischen Erwartungswert

e =argmin |[EZ — v||,
vest
das ist ein Punkt ¢ € S', welcher den Abstand vom Erwartungswert EZ im Vektorraum R?
bzgl. der euklidischen Norm in der Ebene minimiert. Dies liefert uns eine natiirliche Defini-
tion des Erwartungswertes auf dem Einheitskreis. Die Existenz von ¢ wird dabei stets durch
die Kompaktheit der Kreislinie und die Stetigkeit der Norm gewéhrleistet. Die Eindeutigkeit
hingegen ist dann und nur dann gegeben, wenn EZ # 0 ist. In diesem Fall ist ¢ durch die

Orthogonalprojektion von EZ auf den Einheitskreis

EZ

IEZ]]

eindeutig bestimmt, wie in [BP03| Abschnitt 3] gezeigt wird. Fiir den Fall EZ = 0 ist offenbar
e = S1, d.h. jeder Punkt auf dem Einheitskreis besitzt denselben minimalen Abstand von EZ.
Wir sprechen im Folgenden stets so, als ware der extrinsische Erwartungswert ¢ eindeutig gege-

ben und schliefen dabei den Fall ¢ = S* stillschweigend mit ein.

Gegeben Daten 71, Z,, ..., Z, wollen wir nun einen Konfidenzbereich fiir €, d.h. eine Menge, die
jeden extrinsischen Erwartungswert mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit enthalt, konstruieren.
Die genauen Ideen und Konstruktionsschritte werden wir dabei einzeln erlautern und in jedem

Abschnitt abschliefend in einem Algorithmus zusammenfassen.
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Abbildung 3.1: Menge M (q) (blau schraffiert) unter der Hypothese 1 = ¢

3.1 Konfidenzbereiche mit der Hoeffdingschen
Ungleichung

Im folgenden Abschnitt seien Z, 7, Zs, ..., Z, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen
mit Werten auf dem Einheitskreis S* und Erwartungswert y = EZ = EZ, fir Z, = %Zﬁzl Z;.
Fiir festes ¢ mit ||g|| < 1 betrachten wir die Hypothese Hy: 1 € ©g = {q} vs. die Alternative
Hy: p € ©; =By(0)\ {¢}. Unter der Hypothese ;1 = ¢ konstruieren wir eine Menge M (q) der
Form wie in Abbildung [3.1] Diese soll den Mittelwert Z, mindestens mit Wahrscheinlichkeit

1 — « enthalten.

Motiviert wird dies durch die folgende Idee: Gegeben M (q), kénnen wir einen Konfidenzbereich
fiir den extrinsischen Erwartungswert € konstruieren, indem wir den Annahmebereich A =
{q €B.(0)] Z, € ]\4((1)}7 das ist die Menge aller g, die bei Beobachtung von Z, bei einem
Test zum Niveau a nicht verworfen werden wiirden, betrachten, und diesen schlielich auf den

Einheitskreis projizieren. Genauer ist dann durch

St 0€ A,
K:

{ﬁ”\qu}, 0¢ A

ein (1 — a)-Konfidenzbereich fiir den extrinsischen Erwartungswert ¢ gegeben.

Dies soll die im Weiteren verfolgte Vorgehensweise zur Konstruktion der Konfidenzbereiche sein.

Wir werden die Konstruktion in zwei Schritte, [3.1.1) und |3.1.2] aufteilen, wobei wir im ersten

Schritt die Mengen M (q) bestimmen. Im zweiten Schritt werden wir dann, gegeben Z,, den

Konfidenzbereich K konstruieren.
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Abbildung 3.2: Konstruktion des Rechtecks mit Hoeffdingscher Ungleichung

3.1.1 Konstruktion — Schritt 1

Wir bestimmen zunéchst die Langen ¢; und ¢3 der in Abbildung zu sehenden geometrischen
Figur derart, dass das Rechteck den Mittelwert Z, mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1 — a
enthélt. Dann gilt letzteres auch fiir die grofere Menge M(g) aus Abbildung [3.1] Wir konstru-
ieren das Rechteck symmetrisch in dem Sinne, dass wir jede Seite mit der Wahrscheinlichkeit

¢ gewichten.

Es sei dazu ¢ € By(0) \ {0} der Erwartungswert von Z unter der Hypothese, d.h. EZ = q.
Wir betrachten die Projektion von Z, auf den von ¢ erzeugten linearen Unterraum span g

bzw. auf dessen orthogonales Komplement (span ¢)*. Genauer betrachten wir die (univariaten)

Zufallsgrofien
(1) X0 = (Z,q), (3) X©) = (Zn, 140,
(2) X® = (Z,,—¢) = XD, (4) XW = (Zy,, — ) = =X @),

wobei ¢’ ein Vektor mit ||¢'|| = 1 ist, der (span¢)’ erzeugt. Dann gilt unter der Hypothese

_ 1 1
EX® = <EZn7q/> =(q,4) =0, EX®) = Tl (EZn,q) = Tl (g, q) = lldll,
EX® - _Ex0 EX® = —EX® = _|jg||.

Es sei angemerkt, dass alle Zufallsgrofien Werte aus [—1, 1] annehmen. Aus der Hoeffdingschen
Ungleichung folgt dann fiir t; € (0,1), sowie to = —t; die Abschétzung

n
2

<1it1)1+t1 (1_1t1)1_t11 ) (3.1)

P(X(1)§t2>:IP(X(2)Zt1)§[< ! )Htl< ! )HTL. (3.2)

1+t

P(XD>1)<
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Dabei entspricht ¢; der Abweichung von Z, von spangq in Richtung des Vektors ¢. Fiir die
Abschéatzung in Richtung ¢ gilt fiir ¢3 € (0,1 — ||¢||) bzw. t4 € (0,1 + ||¢||):

lqll+t3 1-|lql—ts] 2
L+llgl \™ 1— gl
P (XD — gl > ts) < ( ) 3.3
(K=l = ) < |\ T, =Tl - (33)
P (X(g) —lall < —t4) = P(X(4) + llqll = t4)
L= flgl \ YTl L4 g\ “Hlal-ts 3
S - . 3.4
mta) k) 3
Lemma 3.1 Es sei —1 < p <1, n € N und a € (0,1). Wir betrachten firt € (0,1 — p) die
Gleichung
pt14t . 1-—p—t 3
_mtl A= — a. (3.5)
pw+1+1 l—p—1

Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Existiert eine Losung t* der Gleichung , so ist t* die einzige Losung.
(ii) Ist p =0 und a > 27", so existiert eine Lisung t* von (3.5).

Beweis Die Gleichung (3.5) wird genau dann von t* gelost, wenn ¢* die logarithmierte Glei-
chung

p+1 1—p 2
1+ In|{ —— l—pu—t)In|{——]=—Ina. 3.6
et () e () = 2 a (36)

erfullt. Wir betrachten die Funktion

f:(0,1—p) =R,

p+1 1—p 2
t t) = 1+t)In| ——— l—p—t)n|{— | —— Ina.
g0 =t () e () - 2

Eine Losung t* von (3.5)) entspricht dann einer Nullstelle von f.

Um die Eindeutigkeit der Losung ¢* zu zeigen, betrachten wir die Ableitung f' = % von f.

Diese hat die Form

0= () + L () n ()« ()
= n<,u+1> —ln<1_u)a
pA1+t l—p—t

da p nicht von ¢t abhéngt.
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Dieser Term ist genau dann gleich Null, wenn

p+1l  T—p
p+l14+t 1—p—t

= p+)1-—p-t)=0-p)(p+1+1)
Spu— -t l—p—t=p+ 14+t —p*—p—put

<—2t=0

und verschwindet demnach auf (0, 1 — p) nicht. Dann ist f injektiv und die Nullstelle ¢* ist, im

Falle ihrer Existenz, eindeutig bestimmt. Somit folgt die Aussage (i).
Es sei nun g = 0. Dann gilt zltl—{% f(t) = —2Ina > 0 und wegen a > 27" ist

2
limf(t)=—2In2——lna < —-2In2+2mn2=0.
n

t—1

Nach dem Zwischenwertsatz existiert somit, da f stetig ist, in (0,1) eine Nullstelle ¢*. Diese
16st die Gleichung (3.5)). Somit folgt die Aussage (ii) [

Bemerkung 3.2 Lemma besagt, dass die Gleichung (3.5) fir 4 = 0 eine eindeutige

Losung t* hat, sofern n hinreichend grof} ist. Dies wollen wir im Folgenden stets annehmen.

Fiir den néchsten Konstruktionsschritt bendtigen wir eine Monotonieaussage, welche uns das

folgende Lemma liefert.

Lemma 3.3 Fir -1 <pu <1, a € (0,1) und n € N erfille t € (0,1 — p) die Gleichung

n
2

1 pt1+t 1 — 1-—p—t
el B . (3.7)
pw+14+t 1l—p—t

Dann ist p+t strikt monoton wachsend in p.

Beweis Da t die Gleichung (3.7)) erfiillt, gilt insbesondere

o+ 1 1—pn 2
1+t)In | —— l—p—t)ln|{ —— | =—Ina. 3.8
perreom ()i om (28] = 2 e 3.9
Dann ist ¢ implizit als Losung dieser Gleichung gegeben. Die Ableitung der linken Seite nach
i und ¢ existiert und ist stetig. Aus dem Beweis von Lemma folgt, dass die Ableitung der
linken Seite von ({3.8) nach ¢ nicht verschwindet. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
(siche z.B. [Aull2, Satz 4.5.2]) existiert dann die Ableitung ¢’ = g—;.
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Differenzieren wir (3.8) nach u, so erhalten wir die Gleichung

Diese ist aquivalent zu

1 1— 1l—pu—t 14+t
e () (o)) et
w+1+t l—p—t 1—p n+t

Man beachte, dass die rechte Seite wegen p € (—1,1) und ¢ > 0 negativ ist. Aufgrund von

1 1-—
n(AE Yo, m[——* ) >0 (3.9)
pw+1+t 1l—p—t
folgt dann, dass 1 +t' = %(,u +t) > 0 gelten muss. Somit ist p + ¢ strikt monoton wachsend
in p. |

Bemerkung 3.4 Fir ||¢|| = 0 ist die rechte Seite von mit der rechten Seite von ((3.2)
identisch. Mit Lemma folgt dann, dass fiir ||¢|| = 0 die Lange ||¢|| + ¢4 am groBten wird;
dann ist ndmlich u = —||g|| am groBten. Fiir diesen Fall ist dann ¢4 = ¢;. Wir kénnen demnach
die Seitenlangen des Rechtecks konservativ durch 2t; (vertikal) und ||¢|| + ¢35 + ¢; (horizontal)

abschétzen.

Das in Abbildung [3.2 abgebildete weiBe Rechteck enthilt dann Z, wenigstens mit Wahrschein-
lichkeit 1 — «, wenn wir ¢; und ¢3 in den Ungleichungen (3.1)) bzw. (3.3]) derart wihlen, dass die
rechte Seite jeweils gleich 7 ist. Der blau schraffierte Bereich in Abbildung enthilt Z,, nach

Konstruktion héchstens mit Wahrscheinlichkeit &, ebenso wie der rot schraffierte Bereich.

Fir ¢ = 0 ist t; = t3. Wir verwenden fiir M(q) einen Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius V2t

da wir keine Richtung auszeichnen kénnen; M(q) ist dann konservativ gewahlt.

Bemerkung 3.5 Aufgrund von Lemma folgt fir ¢ > 27" die Existenz von ¢; in Bemer-
kung [3.41 Man beachte jedoch, dass Lemma [3.1] nichts tiber die Existenz eines geeigneten ts,
wie in Bemerkung gefordert, aussagt. Diese nehmen wir im Folgenen nichtsdestotrotz an.
Wir zeigen spéter, dass fiir alle fiir die Konstruktion relevanten Félle ¢35 existiert und dariiber

hinaus die Bestimmung des Konfidenzbereiches unabhéngig von t3 erfolgen kann.




3 Die Konstruktion der Konfidenzbereiche 22

Abbildung 3.3: Kreissektor mit Radius r = \/(||q|| +13)% + t}

Bemerkung 3.6 Wir betrachten die Skizze in Abbildung [3.3] Nach dem Satz des Pythagoras
hat der Kreissektor den Radius r = \/ (llqll + t3)? + t2. Mit Lemma [3.3| folgt dann aufgrund der

Tatsache, dass t; nur von o und n abhéngt, dass  monoton wachsend in ||g|| ist.

3.1.2 Konstruktion — Schritt 2

Wir wollen nun, gegeben Z,, einen Annahmebereich A konstruieren, welcher all jene ¢ enthalt,
fiir die bei Beobachtung von Z, bei einem Test zum Niveau o die Hypothese EZ = ¢ nicht
verworfen werden wiirde. Das sind gerade die ¢ € B;(0), fiir welche Z, in der in Schritt 1

konstruierten Menge M (q) enthalten ist. D.h. es gilt

A={qeBi(0)| Z, € M(q)}.

Die Konstruktion kommutiert mit Rotation in dem Sinne, dass fiir

e die nach Schritt 1 konstruierte und anschlieend um den Ursprung mit Drehwinkel ¢
gedrehte Menge M (q) und

e die, fiir den aus ¢ durch Drehung um den Ursprung mit Drehwinkel ¢ hervorgehenden
Vektor ¢, konstruierte Menge M (q)

die Gleichheit M(q) = M(§) gilt.

Daher reicht es aus, die fiir (||¢||,0)" konstruierten Mengen um den Ursprung rotieren zu las-
sen und zu beobachten, welche ¢ die Bedingung Z,, € M(q) erfiillen, wie es in Abbildung

demonstriert wird.

Man beachte, dass bei der Rotation von M(0) um den Ursprung ein Ball mit Radius v/2t,
entsteht. Gilt nun || Z,| < v/2t1, so ist Z, € M(0). Dann ist 0 € A und die Projektion ergibt
die gesamte Kreislinie. In diesem Fall ist der Konfidenzbereich K gegeben durch K = 5.
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Abbildung 3.4: Rotation von M (q) (schwarz) um den Ursprung, || Z,| =r, | Z.]| > r

Wir betrachten nun den Fall ||Z,|| > v/2t; (und somit 0 ¢ A). Ist || 2, > r, wie es etwa fiir Z/
in Abbildung [3.4] der Fall ist, so gilt Z, ¢ M(q). Fiir diese ¢ gilt dann ¢ ¢ A.

Wir miissen demnach nur die ¢ betrachten, fiir die || Z,|| < r gilt. Es reicht sogar nur die ¢ zu
betrachten, fiir die || Z,|| = = gilt, da fiir alle ¢ mit ||Z,|| < r der Offnungswinkel ¢ aufgrund
von Lemma hochstens kleiner wird. Wir suchen aber den grofiten Offnungswinkel 6, denn

nur dieser ist fiir die Projektion von Bedeutung.

Gesucht sind nun die ¢, sodass Z, auf dem Kreisbogen mit Radius r liegt. Aufgrund obiger

Uberlegung kénnen wir 0.B.d.A. den Fall ¢ = (||q||,0)" betrachten. Dann gilt Z, € M(q) mit
| Z,|| = r, wenn

lall +ts = VI Zl> - 1§ (3.10)

gilt. Da t3 die Gleichung

1+|q||+t 1—|lgl—t37 5
( 1+ ||Q|| > llall+t3 ( 1— HqH ) llall—ts7] 2 _
L+ lgll +t5 1—lgll — 5

16st, ist die Losung ||¢*|| der Gleichung (3.10) somit ebenfalls als Lésung von

B~ e

1 —|lqll

L= /l1Za|1? - 82

W e
) ( - % (3.11)

Iz P—E] 2
( 1+ ||| ) 1
L4+ /1212 — 17
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bestimmt. Um Aussagen tber die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Losung ||¢*|| zu

treffen, benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.7 Es seien n € N, a € (27"*2,1) und es sei t, in der Ungleichung (3.1) derart
gewdhlt, dass die rechte Seite gleich ¢ ist. Dartber hinaus sei || Z,|| > /2t und p = \/||Z,||> — 3.
Dann ist

n

Beweis Wir betrachten lediglich den Term innerhalb der eckigen Klammer, da dieser genau
dann in [|¢|| wéchst, wenn die Aussage fiir (3.12)) gilt. Dessen Ableitung nach ||¢|| hat die Form

1— 1 _
L+ lgl " (1=l \™"  (1+ ]l 1= gl
1+p 1—p 1+p 1—0p

(14Nl (L=lally " (L=l 1+ gl
1+p 1—p 1—p 1+p )

f00,p) = R, lgll = f(llall) =

strikt monoton wachsend in ||q||.

Wegen 0 < ||q|| < p folgt dann 11%”:)” > 1, sowie 0 < 11%”(;” < 1 und somit
Lt llal\™ (=Dl ™" (1=llall 1+l _
1+p 1—0p 1—0p 1+p
Folglich ist 2L > 0. Dies zeigt die Behauptung. |

9llqll

Bemerkung 3.8 Mit den Bezeichnungen aus Lemma betrachten wir erneut die Glei-

chung (3.11)). Dann gilt:
(i) lim f(llql) =1,

llall—p

) Jim ol = (Hlp) (ﬁp)

Der Term (1 + )™ (1 — )" ist monoton fallend in ¢ (vgl. den Beweis aus Lemma
fir 4 = 0) und nimmt fiir ¢ = ¢; den Wert ¢ an. Wegen || Z,|| > v/2t; ist p > ¢;. Somit ist
der Ausdruck aus (ii) hochstens §. Da f stetig und nach Lemma (3.7 strikt wachsend in ||g|| ist,
folgt dann mit dem Zwischenwertsatz, dass es genau ein |¢*|| € [0, p), sodass f(||¢*||) = § gilt.
Damit existiert stets genau eine Losung ||¢*|| der Gleichung (3.11]).

Man beachte, dass die Bestimmung von ||¢*|| als Losung von (3.11]) unabhéngig von t3 erfolgt.
Insbesondere folgt damit aus (3.10) die Existenz von t3 fir ||¢*|| und somit fiir alle ¢ mit

lall < llg*]l-
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Zur Bestimmung des Konfidenzbereiches bendtigen wir abschliefend den Begriff des Winkels

zwischen zwei Vektoren in der Ebene.

Definition 3.9 Es seien z,y € R? \ {0} zwei Vektoren. Dann definieren wir durch

L(z,y) = arccos( (. y) ) € [0, 7]

1yl

den zwischen x und y eingeschlossenen Winkel. Fiir x = 0 und y € R? definieren wir Z(z,y) := 0.

Gegeben ||¢*|| konnen wir den Konfidenzbereich K als Projektion der Menge

{a€BO)]llall = ll]l, £(a.Z,) < 5}

bestimmen, wobei

3] . < 131 )
0 = arctan | ——| = arcsin | —=
(x/uan? - t%) 1Z:

gilt (vgl. Abbildung B.3). Dann ergibt sich der Konfidenzbereich zu
K ={xeS |z, 2,) <5} (3.13)

Bemerkung 3.10 Man beachte, dass fiir die Bestimmung des Konfidenzbereiches K eine Be-
rechnung der Losung ||¢*|| der Gleichung ({3.11)) nicht erforderlich ist.

Der folgende Algorithmus fasst die Konstruktion zusammen.

Algorithmus 3.11 (Konfidenzbereich mit Hoeffdingscher Ungleichung) Gegeben seien n € N

und Z,, sowie o € (2772 1).

(S1) Bestimme (numerisch) ¢; als Losung von

n
2

1 14t 1 1—t1 o
[<1+t1) (1—t1> ]:4'

(S2) Ist || Z,|| < v/2t1, so ist K = S;. Andernfalls gehe zu (S3).

(S3) Berechne 0 = arcsin (tl HZnH_l). Der (1 — a)-Konfidenzbereich ist dann gegeben durch

K:{:UESllé(:c,Zn)gé}.
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Bemerkung 3.12 Aus Algorithmus folgt, dass der Offnungswinkel ¢ eines mit Hilfe der

Hoeffdingschen Ungleichung konstruierten Konfidenzbereiches K hochstens arcsin (%) = 7 ist,

sofern || Z,|| > /2t; gilt. In diesem Fall ist der Konfidenzbereich K damit nie grofier als ein
Viertelkreis.

Abschlieffend in Abschnitt wollen wir unsere Resultate im folgenden Satz festhalten.

Satz 3.13 Es seienn € N, a € (27"2,1) und es seien Z,Z1, Zy, . .., Z, unabhingig und iden-
tisch verteilte S*-wertige Zufallsvariablen. Dann ist die nach Algorithmus konstruierte
Menge K ein (1 — a)-Konfidenzbereich fir den extrinsischen Erwartungswert e der Zufallsva-

riable Z. Dariber hinaus gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist || Z,|| > /2t1, so ist

K= xGSl‘A$Z) arcsin h .
120l

Andernfalls ist K = S*.

(ii) Ist BZ = 0, so gilt || Z,| > v/2t, hichstens mit Wahrscheinlichkeit o.. Es gilt folglich
K = S' mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1 — a.

(iii) Ist BEZ # 0, so gilt
P (]| Z,] < V2ti) <e 221~V

Die Wahrscheinlichkeit in diesem Fall den trivialen Konfidenzbereich K = S zu erhalten,

konvergiert demnach mit exponentieller Rate gegen Null fiir n — oo.

Beweis Die Beweisidee ist aus [HK14, Proposition 5] tibernommen. Die Aussagen (i) und (ii)

folgen unmittelbar aus den Konstruktionsschritten [3.1.1{und |3.1.2| Fiir (iii) sei Y; := <Z;, %>

fir i = 1,2,...,n und Y, := <Zn, ”EZ”> Die Zufallsgroflen Y; sind dann unabhéngig und

identisch verteilt. Dann geht die Aussage (iii) aus der folgenden Ungleichungskette hervor:

P (12l < V2t) <P(|V.] < V2t)
P (Y, < Vat)
P(-Y.+|EZ| > |EZ| — V2t,)
~3(IEZ)|-v3t:)*

<
<

e

IN

Dabei folgt die erste Ungleichung aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung;:

_ (2. ||g||>’ ’<— EZ >| .
1Znll = = Zp, = )| = |Vl (3.14)
H ezl IEZ|
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Fiir die letzte Abschitzung iiberlege man sich, dass Y, eine Zufallsvariable mit Werten aus
[—1,1] und Erwartungswert |[EZ|| ist; ersteres ergibt sich mit (3.14). Somit gilt —1 < —Y, < 1

und E(-Y,,) = —||[EZ||. Nun folgt mit Bemerkung [2.7| die Abschitzung

P (Y, +EY, > [EZ| - v2t,) < o~ #(EZI-V20)?,

n—oo

Dies zeigt die dritte Ungleichung. Da ||[EZ|| > 0 und ¢; — 0 gilt, folgt somit die Aussage (iii).
[ |

3.2 Konfidenzbereiche mit Varianz

Ziel dieses Abschnittes ist es, kleinere Konfidenzbereiche als in Abschnitt zu konstruieren,
in dem wir den Offnungswinkel § verkleinern. Dazu wollen wir fiir ¢; bessere Abschitzungen mit
Hilfe der in Abschnitt [2.2] vorgestellten Ungleichungen erzielen. Diese berticksichtigen zusétzlich
die Varianz. Wie in Abschnitt bereits bemerkt, erhoffen wir uns davon, dass die so konstru-
ierten Konfidenzbereiche kleiner werden. Die grundlegende Idee des vorangegangen Abschnittes
wird jedoch beibehalten.

3.2.1 Konfidenzbereiche mit der Tschebyscheffschen Ungleichung

Wir betrachten zunéchst die einfachste Konstruktionsvorschrift, welche wir unter Einbezug
der Varianz verfolgen konnen — mit Hilfe der Tschebyscheffschen Ungleichung. Diese soll uns
spater zu Vergleichszwecken dienen. Inshesondere wird hier die Hoeffdingsche Ungleichung nicht
verwendet. Die Konstruktionen und Resultate in diesen Abschnitt sind dem Artikel [HK14, Ab-

schnitt 2] entnommen.

Betrachten wir die Ungleichung ({2.8), so erhalten wir in natiirlicher Weise Tests fir die Hypo-

these EZ = ¢ zum Niveau «. Der Annahmebereich
_ _ 1 — 2
a={eeBio]12, - o < 1
na
des Tests ist dabei ein (1 — «)-Konfidenzbereich fiir den Erwartungswert EZ in der Ebene.

Durch Projektion auf den Einheitskreis S! erhalten wir dann einen (1 — a)-Konfidenzbereich

fiir den extrinsischen Erwartungswert. Genauer ist dieser gegeben durch die Projektion eines

Balls um Z, mit Radius
1 - 1
ce ¢ (1 N Za2 + )
no no

wie in [HK14, Korollar 3] gezeigt wird. Wir erhalten das folgende Resultat:
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Satz 3.14 FEs sei o € (0,1). Dann ist durch die Projektion K des Annahmebereiches A auf
den Einheitskreis ein (1 — «)-Konfidenzbereich fir den extrinsischen Erwartungswert € gegeben.

Dariiber hinaus gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist | Z,|* > L, so ist der Konfidenzbereich gegeben durch

L= Zl* + ;5

nal| Z, 2

K=_xeS"L(x,Z,) < arcsin \l

Andernfalls ist K = S*.

(ii) Ist EZ =0, so gilt || Z,||* > - mit Wahrscheinlichkeit hichstens ov. Folglich erhalten wir

den Konfidenzbereich K = S in diesem Fall mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1 — .

(iii) Ist EZ # 0, so gilt
= 1 n 1)2
P12, < ) < e 202155)"
na

Die Wahrscheinlichkeit den trivialen Konfidenzbereich K = S zu erhalten konvergiert

somit mit exponentieller Rate gegen Null fiir n — oo.
Beweis Zum Beweis verweisen wir auf [HK14, Proposition 5]. |

Bemerkung 3.15 Die Berechnung des Konfidenzbereiches gestaltet sich in dieser Konstruktion

besonders einfach, da sich gegeben n, Z,, und «, der Offnungswinkel 0 explizit berechnen lasst.

3.2.2 Konfidenzbereiche mit Hoeffdings Theorem 3

Bemerkung 3.16 Benutzen wir fiir die Bestimmung von ¢; in Konstruktion [3.1.1] anstatt der
Hoeffdingschen Ungleichung, die Ungleichung (2.9) aus Hoeffdings Theorem 3, so kénnen wir
zusatzlich die Varianz der Zufallsgrofle ausnutzen. Ist Z = (Z;, Z,) eine Si-wertige Zufallsvaria-

ble, so gilt
Var Z, < Var Z; + Var Z, = Var Z = 1 — |EZ||*.

Da wir unter der Hypothese den Erwartungswert EZ = ¢ kennen, konnen wir 1— ||¢||* als obere
Schranke fiir 02 benutzen. Es ist zu vermuten, dass #; dann grof§ wird, wenn ||g|| sehr klein ist,

d.h. falls die Varianz von Z besonders grof ist. Dies zeigt folgendes Lemma.

Lemma 3.17 Fiir 0% € (0,1), a € (0,1) und n € N erfiille t € (0,1) die Gleichung

0'2+t n
t _1+U2 _ 1t
(1+ 02) (1—1) +} = a. (3.15)

Dann ist t monoton wachsend in o>.
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Beweis Wir substituieren 7 = 02 und betrachten die logarithmierte Gleichung

T+t t 1—1¢ In o
In{1+ — In(l—1¢t)=——. 3.16
147 n( +7‘>+1+T n ) n ( )

Dann ist ¢ implizit als Losung dieser Gleichung gegeben. Da die Ableitung der linken Seite nach

t und 7 existiert und stetig ist, sichert uns der Satz tiber implizite Funktionen die Existenz von

%, sofern die Ableitung der linken Seite nach ¢ nicht verschwindet.

Diese hat die Gestalt

i [ (e iy 00 ) )

da 7 nicht von t abhéngt. Dann verschwindet die Ableitung der linken Seite nach ¢ genau dann,

wenn
t t
l1+—-—=1—-t<— —+t=0
T T
1
<:>t(1+>:0.
T

Dies ist wegen ¢, 7 > 0 aber nicht moglich. Dann folgt mit dem Satz {iber implizite Funktionen
die Existenz von t’ = %.

Fiir die Ableitung von (3.16)) nach 7 gilt

T(1+7) (14 7)2

1+ t)1+7) = (r+1) N tr—t T+ (1—1) %
(1+7)2 1“(1+T)+ A e
(3.17)

Losen wir die Gleichung (3.17) nach ¢ auf, so ergibt sich nach Multiplikation mit (1 + 7):

1_
y {1n(1+t)—ln(1—t)} :T+t1n(1+t)+t+ tln(l—t)—ln<1+t>
T T T

1+7 T 147
t 1—1¢ t
= (1 7))

t 1—t T+
T 147 T(1—1)
Wegen 0 < 7,t < 1 gilt

ln<1+t>—ln(1—t)>0.
T
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Dann ist ¢ > 0 genau dann, wenn

zzl—tln T+1
T 147 (1 —1t)

gilt. Wegen In(1 + z) < z fiir z € R folgt

ln<Tr+t> :ln<1+t(1+7)> < t(1+7)

(1—1) T(1—1) (1 —1t)
und somit
1—t n( T+t ) 1t td+47) t
147 r1—t)) ~1+7 7(1—¢) 71
Da 0% > 0 ist, gilt somit, dass ¢ monoton wachsend in o2 ist. [ |

Bemerkung 3.18 Fiir 02 € (0,1), « € (0,1) und n € N betrachte man fir ¢t € (0,1) die
Gleichung

o241t n
t T 140 A=t
(1 + ) - 1102] = a. (3.18)

o2

Dann existiert die Losung t* dieser Gleichung, falls (1 + ﬁ)in < « gilt und ist im Falle ihrer
Existenz eindeutig bestimmt. Insbesondere folgt die Existenz aus der Bedingung 27" < a.
Mit der Beweisidee aus Lemma kann man diese Aussage entsprechend zeigen. Wir werden
im Folgenden davon ausgehen, dass n hinreichend grof ist, damit die Existenz der Losung t*

gewahrleistet ist.

Konstruktion 3.19 Im Folgenden sei 0.B.d.A. stets ¢ = (||¢]|,0)" und es gelte ¢ > 27" Wir
betrachten erneut den Konstruktionsschritt [3.1.2] Dabei setzen wir 02 = 1 — ||¢|? und wiéhlen
t; geméaR mit rechter Seite §. Wegen Var Z, < 1— ||¢||* fithrt dies zu einer konservativen
Abschétzung. Nach Lemma [3.17ist ¢; fallend in ||¢||. Somit tritt das Problem auf, dass ||q|| 4¢3
in ||q|| zwar wéchst, dafiir ¢; jedoch féllt. Das Verhalten von r = \/(HqH +t3)2 + ¢3 ist daher

ungewiss.

Um Aussagen tber den Radius r treffen zu kénnen, betrachten wir eine Zerlegung von [0, 1)
in m Teilintervalle I; := {%, i), Jj=1,2,...,m. Auf jedem Teilintervall I; schatzen wir ¢;
als Losung von (3.15) mit rechter Seite § durch seinen Wert an der linken Intervallgrenze ab;
dort ist ¢; nach Lemma am grofiten. Fir jedes Intervall I; kénnen wir nun mit der in
Abschnitt beschriebenen Konstruktion einen Konfidenzbereich K; bestimmen. Als Konfi-
denzbereich fiir & betrachten wir die Vereinigung K = Uj~; K; der einzelnen Konfidenzbereiche.
Dabei ist K gerade der Konfidenzbereich K; mit dem gréBten Offnungswinkel d;. Es stellt sich

nun die Frage, in welchem Intervall I; der Offnungswinkel 0; maximal wird.
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Der Winkel

t
d = arctan <1>
qll +ta

wéchst monoton im Argument. Dabei ist ¢; monoton fallend in ||¢||, wiahrend ||g|| + ¢3 monoton

wachsend in ||g|| ist. Wegen t1, ||¢|| 4+ ¢3 > 0 ist dann monoton fallend in [|¢||. Wir suchen

Tlall+ts ||+t
demnach das kleinste ||g||, so dass Z, € M(q). Dann ist der Winkel § am grofiten.

N2
Es sei t1; fir j € {1,2,...,m} diejenige Losung von (3.15)) fir 6% = 1 — (%) und rechter

Seite §. Nach Bemerkung [3.18| existiert dann #; ; und ist eindeutig bestimmt. Dieses ist zudem
der maximale Wert von ¢; im Intervall I;. Verwenden wir im Intervall I; anstatt ¢; den Wert

t1, so fiihrt dies zu einer konservativen Abschétzung.

Man beachte, dass wir fiir diese Konstruktion || Z,|| > max{+v/2t, 1,2t} fordern miissen, wo-
bei ¢; Losung von ‘) mit rechter Seite ¢ ist. Andernfalls ist Z, € M(0) und die Projektion
ergibt die gesamte Kreislinie als Konfidenzbereich. Wegen Bemerkung [2.11] (ii) ist ¢; = ¢; . Die
Menge M (0) ist demnach ein Kreis um 0 mit Radius v/2¢; ;.

Es sei nun || Z,|| > v/2t,.;. Nach obigen Uberlegungen ist der Offnungswinkel §; im Intervall I
mit dem kleinsten linken Endpunkt, in dem Z,, € M(q) gilt, am groften. Letzteres ist nach dem
Konstruktionsschritt dann der Fall, wenn ||Z, || auf einem Kreisbogen mit entsprechendem
Radius r; = \/(||q|| +t3)? + 17 ; liegt.

Daher priifen wir fiir j = 1,2,...,m, ob es ein ||¢j|| € I; gibt, das die Gleichung

lall + ts = /| ZulI? — 13 (3.19)

16st und suchen das kleinste dieser Art. Existiert in den Intervallen Iy, Iy, ..., I; keine Losung
lgill € I, k = 1,2,...,4, so ist ||Z,| > rj, d.h. ||Z,]| ist gréBer als der maximale Radius
im Intervall [;. In diesem Fall gilt Z, ¢ M(q) fiir alle ¢ € I; (vgl. Abbildung und somit
Z, ¢ M(q) fiir alle g € [O, %)

Analog zum Konstruktionsschritt konnen wir [|g;|| € [0, p;) statt als Losung von (3.19)

1+p; 1-p,1 2
L+l (1= llal ) 7]« (3.20)
1+ p; L —p; 4

mit p; = /|| Z,||> — #3; bestimmen. Die Existenz der Losung ||| € [0, p;) in (3.20)) folgt nach
Bemerkung . Somit existiert auch der entsprechende Wert fiir ¢3 in (3.19) und ist eindeutig

bestimmt.

auch als Losung von
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Ist [|q;]| ¢ 1;,s0 gilt |¢}]| > <L, sofern es in den Intervallen Iy, I, . . ., I;_1 keine Lésung ||gi|| € I,
k < j gegeben hat. Dies folgt, da p; auf dem Intervall I; konstant ist und die linke Seite von
somit nach Lemma strikt monoton in ||¢|| wachst. Es reicht somit fur j = 1,2,...,m
zu priifen, ob ||gj|| < % gilt. Ist dies der Fall, so ist [¢|| € [%, %), falls es fiir k < j keine
entsprechende Losung ||gi|| € I gegeben hat.

Wir kénnen unsere Uberlegungen wie folgt zusammenfassen: Der Offnungswinkel 9, ist im Inter-
vall mit dem kleinsten linken Endpunkt /,, in dem die Gleichung (3.19)) eine Losung ||¢;|| € I
besitzt am grofiten. Daher prifen wir fir j = 1,2,...,m, ob fiir die Gleichung (3.20) eine

Losung [|¢; || < % existiert, solange diese Bedingung nicht erfiillt ist. Das entsprechende Inter-

vall, in dem die Gleichung ([3.20]) zum ersten Mal eine Lésung ||g;|| € [%, é) besitzt, sei 1.

Der grofite Offnungswinkel § = §, hat dann die Form

5— t1e - ) ( t1e )
= arctan | ——————=| = arcsin | —=— | .
VI Znll* =13, 12l
Analog zu (3.13)) ist der Konfidenzbereich K von der Gestalt
K ={xeS|L(z,2,) <5}

Zur Bestimmung kénnen wir den folgenden Algorithmus verwenden.

Algorithmus 3.20 (Konfidenzbereich mit Hoeffdings Theorem 3) Gegeben seien n € N und

Z,, sowie € (27"*2/1) und m € N die Anzahl der Intervalle.

(S1) Berechne t;; als Losung von

n
2

[(1 FH) (1 — t)lft}* _ %_

Ist || Z,|| < V2t11, so ist K = S;. Andernfalls setze j = 1 und gehe zu (S2).

(S2) Bestimme t; ; als Losung von

t _02+5 1—t " Q
140 _ 1=t
1 1 — t 1402 = — 321

fir 0% =1 — (@)2 und [|g;|| € [%,pj) als Losung von

1+p; 1-p;1 2
gl (1= lal)™]F _a
L+ p; 1—p; 4
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fir p; = /| Za]|? — #3 ;. Priife, ob [lg;|| < £ gilt. Falls ja gehe zu (S3), andernfalls setze
J < j + 1 und iteriere (S2).

(S3) Es sei 1, die Losung von (3.21) fiir das kleinste £, sodass ||g;|| < £ erfiillt ist. Berechne

t
0 = arcsin ( Lt ) )
1 Z,|]

Dann ist der (1 — «)-Konfidenzbereich gegeben durch

K ={x€ S|, 2,) <5}

Bemerkung 3.21 Aufgrund von Bemerkung (ii) sind die Bedingungen in (S1) von Algo-
rithmus bzw. Algorithmus [3.20] identisch. Wir erhalten demnach den trivialen Konfidenz-
bereich K = S* in Algorithmus genau dann, wenn der nach Algorithmus konstruierte

Konfidenzbereich trivial ist.

Bemerkung 3.22 Die Aussagen aus Bemerkung [3.10] und Bemerkung gelten fiir einen
mit Algorithmus konstruierten Konfidenzbereich entsprechend.

Zusammenfassend konnen wir folgendes Resultat formulieren.

Satz 3.23 Es seienn € N, a € (272 1) und es seien Z, Zy, Zs, . . ., Z,, unabhingige, identisch
verteilte, S'-wertige Zufallsvariablen. Dann ist die mit Algorithmus konstruierte Menge K
ein (1 — a)-Konfidenzbereich fir den extrinsischen Erwartungswert € der Zufallsvariable Z.

Dariiber hinaus gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist || Z,|| > V/2t11, so ist

= t
K = {x c St ’ L(x, Z,) < arcsin (HZMH> } :
wobei t1 4 entsprechend (S3) in Algorithmus gewdhlt werde. Andernfalls ist K = S*.

(ii) Ist EZ = 0, so gilt || Z,|| > V/2t11 héchstens mit Wahrscheinlichkeit o.. Es gilt folglich

K = S' mindestens mit Wahrscheinlichkeit 1 — o.

(iii) Ist EZ # 0, so gilt
P (IZa] < v2t,) < e 30E21-V20a)"

Folglich konvergiert die Wahrscheinlichkeit, in diesem Fall den trivialen Konfidenzbereich

K = St zu erhalten, mit exponentieller Rate gegen Null fiir n — oo.

Beweis Die Aussagen (i) und (ii) folgen aus den Konstruktionsschritten[3.19] Die Aussage (iii)
ist identisch mit Satz (iii). |
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3.2.3 Konfidenzbereiche mit Hoeffdingscher Ungleichung zweiter
Ordnung

AbschlieBend wollen wir in diesem Abschnitt einen Konfidenzbereich mit der in Abschnitt 2.2.3]
gezeigten Abschétzung konstruieren. Fiir die Konstruktion bendtigen wir jedoch noch die fol-

gende Monotonieaussage.

Lemma 3.24 Es seien 0? € (0,1), a € (0,1) und n € N. Mit den Bezeichnungen von Theo-
rem[2.16 sei t € (0,1) Lisung der Gleichung

[e’ht (]5202 + ]50)} = .
Dann hingt t monoton wachsend von o* ab.

Man beachte, dass hier A und somit die Koeffizienten p, und py von ¢ abhéngen.

Beweis Fiir jedes h > 0 und ¢ € (0, 1) gilt nach Theorem die Ungleichung

n

P ()_(n > t) < [e_ht (p202 +po)]
[e—h(t+1)

— I ((egh —2h — 1) 0%+ e + 2h + 3)]" =: fi(h,d?). (3.22)

Dann ist die rechte Seite wegen e?* — 2h — 1 > 0 strikt wachsend in o2, d.h. es gilt fi(h,o?) <
fi(h, %) fiir 0% < 72, Somit folgt

. 2 : 2

Setzen wir g(0?,t) := infy~q fi(h, 0?), so ist g wegen (3.23) monoton wachsend in 2. Insbeson-
dere gilt dann fiir 02 < 72 die Ungleichung g(o?,t) < g(72,t) fiir alle t € (0,1). Fiir festes o2
ist zudem g(o?,t) strikt fallend in ¢, wie man mit (3.22) einsieht.

Es seien nun t,2, t,» Losungen von g(0?,t,2) = a bzw. g(7%,t,2) = a fiir 02 < 72. Da g fallend
in ¢ ist, konnen wir dann t,2 < t,» folgern. Folglich ist * monoton wachsend in o. |
Bemerkung 3.25 Fiir 02 € (0,1), @ € (0,1) und n € N betrachte man fiir ¢ € (0,1) die
Gleichung

[e_ﬁt (]320'2 + ﬁo)}n = Q. (324)

Dann lassen sich entsprechende Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir deren Losung t* wie
in Bemerkung treffen, die insbesondere fiir 27" < « erfillt sind. Wir gehen im Folgenden
stets davon aus, dass n derart grofl ist, dass die Losung ¢* von ({3.24)) existiert.
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Konstruktion 3.26 Wir gehen wie in Konstruktion vor, wobei wir zur Bestimmung
von t; statt der Ungleichung aus Hoeffdings Theorem 3 die Hoeffdingsche Ungleichung zweiter
Ordnung benutzen. Modifizieren wir den Algorithmus wie folgt, so erhalten wir einen
Konfidenzbereich mit der Hoeffdingschen Ungleichung zweiter Ordnung.

Algorithmus 3.27 (Konfidenzbereich mit Hoeffdingscher Ungleichung zweiter Ordnung) Ge-
geben seien n € N und Z,, sowie o € (2772, 1) und m € N die Anzahl der Intervalle.

(S1) Berechne t;; als Losung von

[e_ht (P2 + ﬁo)r = %

mit A, p, und py entsprechend Theorem . Ist ||Zn|| < \/§t171, soist K = S;. Andernfalls
setze j = 1 und gehe zu (S2).

(S2) Verwende in Algorithmus [3.20]¢; ; als Losung von

{e_m (]5202 +ﬁo)]n = %

N2
statt (3.21) mit 0% =1 — (%) . Verfahre sonst analog zu den dort beschriebenen Schrit-

ten.

Bemerkung 3.28 Mit Bemerkung folgt, dass der mit Algorithmus genau dann trivial
ist, wenn wir in Algorithmus den trivialen Konfidenzbereich K = S! erhalten.

Dartiber hinaus gelten fiir den mit Algorithmus konstruierten Konfidenzbereich die Aussa-
gen aus Bemerkung und Satz entsprechend.

3.3 Asymptotische Konfidenzbereiche

In diesem Abschnitt wollen wir asymptotische Konfidenzbereiche fiir unabhéngig und identisch
verteilte Zufallsgroflen Z, 71, Z,, ..., Z, mit Werten auf dem Einheitskreis konstruieren. Diese
vergleichen wir spéater mit den nicht-asymptotischen Konfidenzbereichen. Fiir die Konstruktion
verwenden wir die Aussage eines zentralen Grenzwertsatzes. Daher betrachten wir den vorzei-
chenbehafteten Winkel, welcher fir z,y € R? durch sgn({z,y))Z(z,y) gegeben ist. Dabei sei
sgn((z,y)) das Vorzeichen von (x,y) € R. Es gilt dann der folgende zentrale Grenzwertsatz

= = Esin® Z(Z, ey)
Vnsgn ((Z,,e1)) £(Zn,e1) =+ N (0, ’ : (3.25)
((Zose)) EZ]
sofern der extrinsische Erwartungswert e eindeutig mit Z(e,e;) = 0 und Z, # 0 ist, siche

z.B. [Hot13al Theorem 5]. Dabei sei e; = (1,0)" der erste kanonische Einheitsvektor.
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Satz 3.29 Es scien Z,7Z,,Zs, ..., Z, unabhingige, identisch verteilte, S*-wertige Zufallsvaria-
blen und fir den Erwartungswert EZ in der Ebene gelte EZ # 0. Dann gilt der folgende zentrale

Grenzwertsatz:

V/n sgn <<Zn, el>) A(Zn, e1) (\J i1 S’1|IIZ ﬁ(Zi, Zn)) D, N(0,1).

Beweis Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten:
(1) Wir zeigen zunachst die Konvergenz von

1 s
=N "sin? A(Z, Z,) 2 Esin® £(Z,EZ).
n

i=1

Wegen EZ # 0 ist Z,, # 0 fast sicher fiir n — oco. Fiir i = 1,2,...,n gilt dann:

sin? £(Z;, Zn) = 1 — cos® L(Z;, Zy,)

— 2
L (<ZZ>)
1 Zi||[| Zn |
1

- AL ((Z:)3(Z.)2 + (Z:)3(

W3+ 2(Z0)1(Z)2(Zu)1(Z0)2)  (3.26)

Mit [Hot13bl Proposition 3.35] konnen wir

n

SCAERI I D SCANCAR A ICINEIR

i=1

n

S (Zi)y =2 B(Z)y,

=1

3|

1
n

folgern; dabei sei (Z;); die j-te Komponente von Z;. Somit folgt mit Z, L5 EZ die fast sichere

Konvergenz von

(Z)3(Za)? = E(Z)} (EZ)3,

-

(Z)1(Z:)2(Zu)1(Zn)2 == E((2)1(2)2) (EZ)1(EZ),

Sl 3=
I

-

s
I
—

aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen. Mit ({3.26)) schlieflen wir dann auf die fast sichere

Konvergenz von

iisinmzi,zn) =1 HE}” (B(2)}(E2)} +E(2)5(BZ); + 2E((Z)1(2)2) (BZ)1(EZ):)
: . E(Z EZ)?
o EZPP

=Esin? Z(Z,EZ).
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(2) Mit (1) und [Hot13b, Proposition 3.35] kénnen wir nun folgern, dass durch
LS il 22, 2,) /12,
n — (2] n n

ein stark konsistenter Schétzer fiir Esin® Z(Z,EZ) / IEZ|| gegeben ist.

(3) Sind X,,,Y; zwei Folgen von Zufallsvariablen mit X, 2 X und Y., 2 ¢, wobei X eine Zu-
fallsvariable und ¢ € R eine Konstante ist, so folgt aus Slutskys Theorem [Leh99, Theorem 2.3.3]
die Konvergenz Y, X,, B X,

(4) Dann folgt mit (2), (3) und (3.25)) der folgende zentrale Grenzwertsatz:

-1

Ly sin® £(Z;, Zy,)
1 Z |l

Vv/n sgn (<Zn, €1>) L(Zy,e1) \J L5 N(0,1).

Bemerkung 3.30 Durch

s J Ly sin? /(Zi, Z,)
: n“Zn”

ist somit nach Satz ein asymptotisches zweiseitiges (1—a)-Konfidenzintervall fir Z(e, 1) ge-
geben; dabei sei ¢ ¢ das (1—%)-Quantil der Standardnormalverteilung. Fiir den Offnungswinkel &

gilt demnach

1& -
= sin® £(Z;, Zy,)
iz

n[|Z||

0= qi-g
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4 Anwendung

In diesem Kapitel bestimmen wir fiir zwei Beispiele die in Kapitel |3| konstruierten Konfidenzbe-
reiche. Diese vergleichen wir sowohl untereinander als auch mit den asymptotischen Konfidenz-
bereichen aus Abschnitt Anhand der Konfidenzbereiche schlieflen wir dann entsprechend
der Problemstellung.

4.1 Stromungsrichtungen in Schrigschichtungen

In der Geologie versucht man die Stromungsrichtung von Fliissen in der geologischen Vergan-
genheit zu bestimmen. Dazu kann man z.B. die Verlaufsrichtung von Schrégschichtungen be-

trachten.

Als Schragschichtungen (engl. cross-bedding)
bezeichnet man Ablagerungen von Sedi-
ment, wie Sand oder Kies in schrig ein-
fallenden Schichten. Sind die iibereinander
liegenden Schichten unterschiedlich oder
gar senkrecht orientiert, so spricht man
auch von Kreuzschichtung, siehe Abbil-
dung Als Ursache dafiir werden wech- [ . m
selnde Stromungsverhéltnisse bei der Ablage- | Lo, ,‘ ‘___ : ‘ A

rung genannt. Man kann demnach die Ori- Abbildung 4.1: Schriagschichtung von  Sand-

steinsediment in den Vermillion

benutzen, die Richtung der verursachenden Cliffs, Arizona. Quelle: [Geol4]

Stromung zu ermitteln. Dazu betrachtet man

entierung einer solchen Aufschiittung dazu

Geldandequerschnitte und notiert die Orientierung des Flussbettes, wobei man normalerweise

die Flussrichtung flussabwarts richtet. Es handelt sich also um orientierte Daten.

Bei der Bestimmung allgemeiner Landschaftsbilder vergangener geologischer Zeitalter ist von
Interesse, in welche Richtung das Wasser im Mittel geflossen ist. Man sucht also einen Konfi-

denzbereich fiir den extrinsischen Erwartungswert der Stromungsrichtungen.
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Wir betrachten einen Datensatz mit n = 104 Messungen in Schrégschichtungen von Sedimen-
ten in Pakistan. Die Daten sind unter [Fis93] S. 250, Beispiel B.16, Set 2] einsehbar und unter
dem Namen cross.beds2 im Paket NPCirc in R |[R_CI14] verfiigbar. Wir werden nach den
Abschnitten bzw. jeweils einen Konfidenzbereich konstruieren. Dazu wurden die oben
aufgefithrten Algorithmen in der Programmiersprache R implementiert und auf dem Datensatz

cross.beds2 getestet. Der dazugehorige Quellcode ist im Anhang [A] zu finden.

Wir konstruieren die Konfidenzbereiche jeweils zum Niveau 95% und 90%. Zusétzlich zum
Offnungswinkel des Konfidenzbereiches 26 in Grad werden wir die Bogenlénge ¢ des konstruier-

ten Konfidenzbereiches angeben, welche sich zu

)

(= =
360°

(4.1)

ergibt. Die Winkel sind mit zweistelliger Genauigkeit angegeben. Eine hohere Genauigkeit héatte
allenfalls numerische Signifikanz, wiirde aber die Langen der Konfidenzbereiche nur marginal
verandern und ist somit aus anwendungsorientierter Sicht vernachléssigbar. Fiir die Konfidenz-
bereiche mit Theorem 3 bzw. der Hoeffdingschen Ungleichung zweiter Ordnung wurde die Dis-

kretisierung m = 1000 verwendet.

a = 0,05 a=0,1
Winkel 20 | Lange ¢ || Winkel 20 | Léange ¢
Hoeffding 88,03° 1,536 79,32° 1,384
Tschebyscheff 360° 6,283 91,88° 1,604
Theorem 3 88,02° 1,536 79,19° 1,382
Hoeffding 2. Ordnung 88,02° 1,536 79,19° 1,382
Asymptotisch 20,87° 0,364 17,52° 0,306

Tabelle 4.1: Offnungswinkel und Langen der konstruierten Konfidenzbereiche

Fiir alle mit Hilfe von Varianten der Hoeffdingschen Ungleichung konstruierten Konfidenz-
bereiche ist ||Z,|| grof genug, um keinen trivialen Konfidenzbereich zu erhalten. Da jedoch
1 Z,)|* = 0,172 < 0,192 = -L gilt, liefert die Tschebyscheffsche Ungleichung die gesamte Kreisli-
nie S als Konfidenzbereich. Die Konstruktion mit der Tschebyscheffschen Ungleichung benétigt

demnach mehr Daten fiir einen nicht-trivalen Konfidenzbereich, als die anderen Varianten.

Die konstruierten Konfidenzbereiche sowie die Daten wurden geplottet und sind in Abbil-
dung 4.2 zu sehen. Dabei wurden die Konfidenzbereiche auf der Kreislinie und der gesamte

Kreissektor farbig markiert.

Man kann mit groler Sicherheit schlieflen, dass die mittlere Stromungsrichtung in siid-6stlicher

Richtung liegt.
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e
\

(a) Hoeffdingsche Ungleichung (b) Tschebyscheffsche Ungleichung

N N
| /// | | | // | |
\\‘ | | \\w | |
S S
(¢) Theorem 3 (d) Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung

Abbildung 4.2: Datensatz cross.beds2 (o) und
mit verschiedenen Ungleichungen konstruierte
Konfidenzbereiche zum Niveau 95% (jeweils rot

(e) Asymptotisch markiert)
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4.2 Bewegungsrichtungen von Ameisen

In einem Experiment betrachtet man die Bewegungsrichtungen von n = 100 Ameisen. Dabei
ist man an deren Reaktion interessiert, die sie auf ein gleichméfig beleuchtetes, schwarzes Ziel
zeigen. Wir definieren Norden als 0° und messen die Winkel im Uhrzeigersinn, d.h. Osten ent-
spricht 90° usw. Dann ist das Ziel zwischen 170° und 190° aufgestellt, vgl. Abbildung 4.3. Es
stellt sich die Frage, ob sich der extrinsische Erwartungswert in diesem Intervall befindet. Dann
konnte man darauf schlieflen, dass die Ameisen eine Reaktion auf das Ziel zeigen und sich in

dessen Richtung bewegen.

Wir betrachten dazu einen Datensatz aus [Fis93, S. 243, Beispiel B.7]. Dieser ist ebenfalls im
Paket CircNNTSR unter dem Namen Ants_radians zu finden. Wir konstruieren jeweils einen
Konfidenzbereich zu den Niveaus 95% und 90% mit Hilfe des in Anhang |A| zu findenden Pro-
gramms. Auch hier werden wir fiir die Ungleichungen mit Theorem 3 bzw. der Hoeffdingschen

Ungleichung zweiter Ordnung die Diskretisierung m = 1000 verwenden. Wir erhalten:

a = 0,05 a=0,1
Winkel 20 | Lange ¢ || Winkel 20 | Léange ¢
Hoeffding 57,59° 1,005 52,52° 0,917
Tschebyscheff 83,67° 1,460 52,49° 0,916
Theorem 3 55,59° 0,970 50,13° 0,875
Hoeffding 2. Ordnung 55,60° 0,970 50,15° 0,875
Asymptotisch 15,01° 0,262 12,59° 0,220

Tabelle 4.2: Offnungswinkel und Langen der konstruierten Konfidenzbereiche

In diesem Beispiel sind die Daten deutlich konzentrierter als in Abschnitt Es gilt || Z,] =
0,610, wihrend im vorherigen Abschnitt ||Z,|| = 0,415 galt. Alle in diesem Beispiel konstruier-

ten Konfidenzbereiche sind auflerdem nicht-trivial.

Der Mittelwert Z, schlieft mit der Nordrichtung den Winkel Z(Z,,e;) = 183,14° (im Uhrzei-
gersinn) ein. Die Bewegungsrichtungen (bzw. die Winkel der Richtungen) der Ameisen streuen

dann um 40 um diesen Winkel.

Die Daten haben Werte aus {0°,10°,...,350°}. Um Bindungen besser sichtbar zu machen, wur-
den die Winkel fiir den Plot mit der Funktion jitter leicht gestort. Die Skizzen der Konfidenz-
bereiche in Abbildung 4.3 legen nun nahe, dass die Ameisen eine Reaktion auf das beleuchtete,

markierte Ziel zeigen und sich in dessen Richtung bewegen.
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0 0
270 90° 270 90°
z, z
180° 180°
(a) Hoeffdingsche Ungleichung (b) Tschebyscheffsche Ungleichung
0 0
270° 90° 270° 90°
z z
180° T80°
(¢) Theorem 3 (d) Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung
o
270° 90°

180°

Abbildung 4.3: Datensatz Ants_radians (o) und
mit verschiedenen Ungleichungen konstruierte
Konfidenzbereiche zum Niveau 95% (jeweils rot
(e) Asymptotisch markiert), Ziel bei 180° ist schwarz markiert
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4.3 Vergleich der Konfidenzbereiche

Wir betrachten zunachst die Konfidenzbereiche zum Niveau 95%. Dabei fillt im ersten Bei-
spiel auf, dass die Norm des arithmetischen Mittels Z, zu klein ist, um mittels der Tschebys-
cheffschen Ungleichung einen nicht-trivialen Konfidenzbereich zu erhalten, wahrend alle anderen
konstruierten Konfidenzbereiche nicht-trivial sind. Die Tschebyscheffsche Ungleichung benotigt
demnach fiir einen nicht-trivialen Konfidenzbereich mehr Daten. Die Konfidenzbereiche, welche
mit Hilfe der Hoeffdingschen Ungleichung, der Hoeffdingschen Ungleichung zweiter Ordnung
bzw. Theorem 3 konstruiert wurden, unterscheiden sich nur marginal. Dies suggerierte bereits

Abbildung in Kapitel 2 da 1 — || Z,||* = 0,828 verhéltnismaBig groB ist.

Ein &hnliches Ergebnis liefert das in Abschnitt [4.2| betrachtete Beispiel. Hier sind die Daten aller-
dings starker konzentriert. Die Konstruktion mit Tschebyscheffscher Ungleichung ergibt keinen
trivialen Konfidenzbereich, dieser ist jedoch immer noch mindestens 26° grofler als die ande-
ren Konfidenzbereiche. Die Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung bietet diesmal einen
wesentlich besseren Konfidenzbereich als die Hoeffdingsche Ungleichung. Die Konstruktion mit
Theorem 3 ergibt das beste Resultat.

Betrachten wir nun die Konfidenzbereiche zum Niveau 90%. Qualitativ hat sich im ersten Bei-
spiel an den Ergebnissen nichts verdndert. Lediglich der mittels Tschebyscheffscher Ungleichung
konstruierte Konfidenzbereich ist nun nicht-trivial, jedoch immer noch erheblich gréfer als die

anderen drei.

Im zweiten Beispiel ist der mit Hilfe der Tschebyscheffschen Ungleichung konstruierte Konfi-
denzbereiche nun sogar besser, als jener mit der Hoeffdingschen Ungleichung konstruierte. Dies
hat sich in Abbildung bereits angedeutet, da die Daten hier ziemlich stark konzentriert
sind. Nichtsdestotrotz sind die, mit der Hoeffdingschen Ungleichung zweiter Ordnung und mit

Theorem 3 konstruierten Konfidenzbereiche kleiner, letzterer ist der beste.

Es ist zudem zu bemerken, dass alle Konfidenzbereiche, welche mit Varianten der Hoeffding-
schen Ungleichung konstruiert wurden, einen Offnungswinkel 26 < 90° besitzen. Fiir die Kon-
struktion mit Hilfe der Tschebyscheffschen Ungleichung ist dies nicht der Fall, wie Beispiel
fiir a = 0,1 zeigte. Die Aussagen aus den Bemerkungen [3.12] |3.22] und |3.28| werden bestétigt.

Die asymptotischen Konfidenzbereiche sind in allen Beispielen um ein Vielfaches kleiner als
die nicht-asymptotischen Konfidenzbereiche. Diese enthalten den extrinsischen Erwartungswert
aber nur in etwa mit Wahrscheinlichkeit 1 —a. Eine genauere Aussage ist aufgrund der Tatsache,
dass der in Bemerkung konstruierte Konfidenzbereich das Niveau 1 — o nur asymptotisch

einhalt, wir aber nur n Daten zur Verfiigung haben, nicht moglich.
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5 Fazit und Ausblick

Die verschiedenen Varianten der Hoeffdingschen Ungleichung haben sich als sehr niitzlich bei
der Konstruktion von nicht-asymptotischen Konfidenzbereichen fiir den extrinsischen Erwar-
tungswert ¢ erwiesen. Allerdings entfalten sie ihre volle Wirkung erst fiir groe Anzahlen von
Daten n oder wenn diese stark konzentriert sind. Sind nur wenige Daten gegeben bzw. a zu
klein, konnen wir die Konstruktion ggf. nicht anwenden, wie wir in Aussagen wie Lemma [3.1
festgestellt haben. Ist ||Z, || << 1, so konnen wir fiir kleine n meist den Ursprung nicht ausschlie-
Ben, da ¢ (bzw. ¢;1) in den Algorithmen zu grof ist, sodass wir den trivialen Konfidenzbereich
auch fir EZ # 0 erhalten.

Des Weiteren ist zu bemerken, dass der Konfidenzbereich, welcher mit der Hoeffdingschen Un-
gleichung zweiter Ordnung konstruiert wurde, besser im Sinne von kleiner ist, als der mit der
Hoeftfdingschen Ungleichung konstruierte Konfidenzbereich, wenn auch im ersten Beispiel nur
marginal. Die Konstruktion nach Hoeffdings Theorem 3 lieferte in allen Beispielen jeweils das
beste Ergebnis. Dies lielen uns bereits die Grafiken aus Abschnitt schlieSen. Es ist davon
auszugehen, dass fiir stark konzentrierte Daten sich noch groflere Unterschiede zwischen den

einzelnen Konstruktionen aufzeigen werden.

Mit einem entsprechend feinen Gitter, d.h. fiir eine hinreichend grofle Anzahl an Intervallen m,
kann man in (S3) der Algorithmen bzw. das Intervall I, (bzw. ||¢;||) und damit ¢ 4

sowie dy beliebig genau bestimmen.

Es ist zudem zu bemerken, dass die Konfidenzbereiche, die mit Hilfe von Varianten der Hoeff-
dingschen Ungleichung konstruiert wurden, eine Lénge von ¢ = % nicht tiberschreiten, sofern

sie nicht-trivial sind.

Noch kleiner sind lediglich die asymptotischen Konfidenzbereiche. Bei den in Kapitel [4] betrach-
teten Beispielen waren diese im Vergleich zu den nicht-asymptotischen Konfidenzbereichen nur
in etwa ein Viertel so grofl. Da wir fiir die Konstruktion nur endlich viele Daten zur Verfiigung
haben, halten erstere das Niveau jedoch nicht exakt ein und enthalten den extrinsischen Erwar-

tungswert € nur ungefihr mit Wahrscheinlichkeit 1 — .
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Man beachte, dass alle konstruierten Konfidenzbereiche, insbesondere die Konfidenzbereiche mit
Varianz, konservativ sind. Durch eine andere Gestalt der Mengen M (¢) kann man moglicherweise

exaktere Konfidenzbereiche konstruieren.

Ferner kann man auch héhere Momente in Betracht ziehen und versuchen, Lemma ZU ver-
bessern, indem man kubische, biquadratische oder Polynome hoheren Grades betrachtet, welche
zwischen der Exponentialfunktion und der Parabel liegen. Dann kann man die Abschétzung
der Hoeffdingschen Ungleichung, wie in Theorem [2.16] weiter verscharfen. Fiir die Konstruktion

eines Konfidenzbereiches miisste man dann entsprechende Monotonieeigenschaften zeigen.

Weiterfithrend kann man auch Daten in héheren Dimensionen, etwa (k + 1)-dimensionale Da-
ten, verteilt auf der k-Sphire S* = {v € RF" | |lv|]| = 1}, betrachten. Hierzu verweisen
wir auf [HK14]. Dort werden Konfidenzbereiche mit Hilfe der Tschebyscheffschen Ungleichung
konstruiert, wie in Abschnitt bereits angesprochen wurde, und dariiber hinaus Daten in
projektiven Raumen RP* bzw. CP* betrachtet.
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# Konfidenzbereich mit Hoeffdingscher Ungleichung
#
##### Definition von Funktionen #####

# Bestimme t in der entsprechenden rechten Seite

t.alpha <— function(f, eps = 1le—6) Vectorize(function(mu, alpha, ...) if(abs
(mu) == 1) 0 else tryCatch(
uniroot (function(t) £(t, mu, ...) — alpha/4, lower = eps, upper = 1 — mu —
eps, f.upper = —alpha)$root,
error = function(e) {warning(e$message); print(c(mu = mu, alpha = alpha));
NA}))

# Einfache Hoeffdingsche Ungleichung
hoeff <— function(t, mu, n) {
( ( (mu+1)/(mu+1+t) ) " (mu+i1+t) * ( (1—-mu)/(1—-mu—t) )" (1-mu—-t) ) " (n/2)

s|# Hoeffdingsche Ungleichung zweiter Ordnung
il hoeff2 <— function(t, mu, n, sigmaq , inf = 1e2) {

rhslhs <— function(h) ( ( 1 + t ) % ( (sigmaqg)*(2xh + 1) — 2xh -3 ) — 2 *
(sigmaq — 1) ) / (Ct — 1) % ( sigmagq + 1 )) — exp(2 * h)

h <— tryCatch(uniroot (rhslhs, lower = 0, upper = inf)$root)

( exp(=hx(1 + t))/4 % ( ( exp(2+h)—2xh—1) % sigmaq + exp(2+h)+2xh+3 ) ) n

# Hoeffdings Theorem 3
theorem3 <— function(t, mu, n, sigmaq) {

((1+t/sigmaq) " (—(sigmaq+t)/(1+sigmaq)) * (1—t) " (—(1—t)/(l+sigmaq))) n

7|# Bestimme q

;| getq <— function(rho){

gstern <— uniroot (function(q){
(((1+q)/ (1+rho)) " (1+rho) % ((1—q)/(1—rho)) " (1—rho)) " (n/2)—alpha/4
}, lower=0, upper=rho)$root

return(gstern)




(-1.2,1.2), ylim=c(—1.2,1.2), main=title, sub=sub, asp=1)

# Kreis zeichnen
x <— seq(—-1, 1, 1e-3)
y <— seq(—-1, 1, 1e—-3)

lines(x,y, xlim = c(—1,1), ylim=c(—1,1), type=’n’, asp = 1)
curve(( 1 % (1 — x°2)°0.5 ), add=TRUE, from=—1 , to =1)
curve(( —1 x* (1 — x~2)°0.5 ), add=TRUE, from=—1 , to =1)

# Konfidenzbereich zeichnen auf der Kreislinie
k <— matrix(nrow = round(2xdelta/1e—3)+1, ncol = 2)
j<—1

for (i in seq(from=—delta, to=delta, by=1e—3)){
k[j,1] <— sin(i)
k[j,2] <— cos(i)
j<— 3+t

M <— matrix(nrow = nrow(k), ncol = 2)

for(i in seq(from=1, to=nrow(k))){
M[i,1]<— sin(arg)x*k([i,1]+cos(arg)x*k[i,2]
M[i,2]<— —cos(arg)*k[i,1]+sin(arg)*k[i,2]

}

points (M, col="red", type="1", lwd=4)

# Einzeichnen von Znquer

mwert <— matrix(nrow = 2, ncol = 2)

mwert[1,1] <— O

mwert [1,2] <— 0

mwert [2,1] <— 1/znquerqgxznquer [1]

mwert [2,2] <— 1/znquerqxznquer [2]

points (mwert, type="1", 1lty=3)

points (znquer [1] , znquer [2], pch=16)

text ((znquer [1]1+0.1) ,(znquer [2]+0.1), expression(bar(Z) [n]))

# Plot der Kreisradien

axesl <— matrix(mrow = 2, ncol = 2)

axes1[1,1] <— 0

axes1[1,2] <— 0

axesl1l[2,1] <— sin(arg)+*sin(—delta)+cos(arg)*cos(—delta)
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# Plot—Funktion
zeichnen <— function(delta, title=" ", sub=" ") {

# Zeichnen der Datenpunkte

plot(kart, xlab=" ", ylab=" ", pch=1, bty="n", xaxt="n", yaxt="n", xlim=c
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axesl1[2,2] <— —cos(arg)*sin(—delta)+sin(arg)*cos(—delta)
points (axesl, col="red", type="1", lty=1, lwd=2)

axes2 <— matrix(nrow = 2, ncol = 2)

axes2[1,1] <— 0

axes2[1,2] <— 0

axes2[2,1] <— sin(arg)*sin(delta)+cos(arg)=*cos(delta)
axes2[2,2] <— —cos(arg)+*sin(delta)+sin(arg)*cos(delta)
points (axes2, col="red", type="1", lty=1, lwd=2)

# Himmelsrichtungen
text(0,1.1, "N")
text (0,—1.1, "S")
text(1.1,0, "E")
text(—~1.1,0, "W")

# Einzeichnen der Achsen

ns <— matrix(nrow = 2, ncol = 2)
ns[1,1] <— 0

ns[1,2] <— 1

ns[2,1] <— 0

ns [2,2] <- —1

points(ns, type="1", 1lty=3)

we <— matrix(nrow = 2, ncol = 2)
wel[1,1] <— -1

wel[1,2] <— 0

wel[2,1] <— 1

we[2,2] <— 0

points (we, type="1", 1lty=3)

##### Anwendung #HH#H#H#H#
# Beispiel — A dataset of cross—beds measurements from Himalayan molasse
Pakistan presented in Fisher (1993). This dataset collects 104

measurements of Chaudan Zam large bedforms. From R—Package NPCirc

install.packages ("NPCirc")
library (NPCirc)
data(cross.beds?2)

n <— nrow(cross.beds?2)

H OH OH OH O

angles <— t(cross.beds2)

##### Anwendung #HH#H#H#H#
# Beispiel — Directions chosen by 100 ants in response to an evenly

illuminated black target. From R—Package CircNNTSR

in
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5|# install.packages ("CircNNTSR")
| Library (CircNNTSR)

data(Ants _radians)
n <— length(Ants_radians)

angles <— Ants_radians

m <— 1000

# alpha <— 0.05
alpha <— 0.1
eps <— le—6

# Berechnung von Znquer
kart <— matrix(nrow=length(angles), ncol=2)
for (i in 1:length(angles)) {

kart[1,1] <— sin(angles[i])
kart [1,2] <— cos(angles[i])

znquer <—c(mean(kart[,1]), mean(kart[,2]))

5| znquerq <— sum(abs(znquer) "2)

7| # Argument des Mittelwertes

arg <— atan2(znquer [2],znquer [1])
##### Normaler Hoeffding #####

# Berechnung von t_1

tl <— t.alpha(hoeff) (mu=0, alpha=alpha, n=n)
if (sqrt (znquerq) >=sqrt(2)xt1) {
# Berechnung des (halben) Oeffnungswinkels
deltaH <— asin(tl/sqrt(znquerq))
} else deltaH <— pi
zeichnen (deltaH)

##### Tschebyscheff #####

if (znquerq >= 1/(nxalpha)) {

deltaT <— asin(sqrt( (1—znquerq+(1/(nxalpha))) / (nsalphaxznquerq) ))

} else deltaT <— pi

zeichnen (deltaT)
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##### Theorem 3 #H####

# Berechnung von t1il1

5t1l <— t.alpha(theorem3) (mu=0, alpha=alpha, n=n, sigmaqg=1)

if (sqrt(znquerq) >= sqrt(2)*t11l) {

# Berechnung des passenden tl1j
intervalT3 <— 1
for (j in 1:m) {

sigmaq <— 1— ((j—1)/m)"2

tlj <— t.alpha(theorem3) (mu=0, alpha=alpha, n=n, sigmag=sigmaq)
rhoj <— sqrt(znquerq—t1j~2)

critqj <— getq(rhoj)

if(critqj < j/m) {
intervalT3 <— j
tl <— ti1j

break

# Berechnung des (halben) Oeffnungswinkels
deltaT3 <— asin(tl/sqrt(znquerq))
} else deltaT3 <— pi

2| zeichnen (deltaT3)

##### Hoeffding zweiter Ordnung #####

# Berechnung von tl1

t11l <— t.alpha(hoeff2) (mu=0, alpha=alpha, n=n, sigmaq=1)
if (sqrt(znquerq) >= sqrt(2)*t11) {

# Berechnung des passenden tlj

intervalH2 <— 1

for (j in 1:m) {

sigmaq <— 1— ((j—1)/m) "2

tlj <— t.alpha(hoeff2) (mu=0, alpha=alpha, n=n, sigmaq=sigmaq)
rhoj <— sqrt(znquerq—t1j~2)
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critqj <— getq(rhoj)

if(critqj < j/m) {
intervalH2 <— j
t1 <— t1j
break

# Berechnung des (halben) Oeffnungswinkels
deltaH2 <— asin(tl/sqrt(znquerq))

} else deltaH2 <— pi

233 zeichnen (deltaH?2)

s| ##### Winkel und Laengen #####

delta <— c(deltaH, deltaT, deltaT3, deltaH2)
# Oeffnungswinkel

235| deltax360/pi

# Bogenlaengen
deltax2
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