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Zusammenfassung

Die Minimierung von Abstdnden zu einer gegebenen Menge von Punkten ist eine wichtige
Aufgabe in der Logistik. Gerade bei mehreren gegebenen Punkten besteht dabei ein Zielkon-
flikt zwischen den gegebenen Daten, wenn ein kiirzerer Abstand zu einem Punkt eine ldngere
Distanz zu einem anderen zur Folge hat. Daher geht man oftmals dazu tiber, den mittleren
Abstand zu allen gegebenen Punkten zu minimieren. Mathematisch wird diese Problemstel-
lung durch die Ermittlung von sogenannten Fréchet-Mittelwerten modelliert, deren explizite
Berechnung sich als schwierig erweisen kann. Diese Abschlussarbeit befasst sich mit einem
Verfahren zur Approximation von Fréchet-Mittelwerten auf dem Einheitskreis und der Ein-
heitssphéare. Hierzu benutzen wir einen modifizierten Branch-and-Bound-Algorithmus. Die
benotigten unteren Schranken und Unterteilungsvorschriften werden dazu hergeleitet und
erstere mit einem bekannten Ansatz aus dem Bereich der Lipschitz-Optimierung verglichen.
Die konstruierten Verfahren werden anschliefend unter numerischen Gesichtspunkten unter-

sucht, gegentiibergestellt und abschlieBend an Anwendungsbeispielen getestet.

Abstract

Minimizing distances from a given set of points is a key focus in logistics. Particularly
in the case of several given points, a target conflict occurs between the given data if a
shorter distance to one point results in a longer distance to another. Therefore, one often
minimizes the mean distance to all given points. Mathematically, this problem is modeled
by identifying so-called Fréchet means whose explicit computation may prove difficult. This
thesis is concerned with a method for approximating Fréchet means on the unit circle and
the unit sphere. To this end, we use a modified branch and bound method. For this, the
required lower bounds and subdivision rules are derived, and the former are compared to a
known approach in the field of Lipschitz optimization. The constructed methods are then

examined from a numerical perspective, compared and finally applied to concrete examples.
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Notationen v

Notationen

Mengen, metrische Rdume und Vektorrdume

N die nattrlichen Zahlen {1,2,3,...}

Y/ die ganzen Zahlen {0,+1,+2,+3,...}

R die reellen Zahlen

R™ o {(h .. v v eR,i=1,2,...,n} der Vektorraum aller reellwer-

tigen n—Tupel, n € N

R o {(...;v") e R | v > 0,4 =1,2,...,n} der nichtnegative Ort-
hand des R", n € N

R™™ {(a¥) ]| a¥ € R, 1 <i <n,1<j<m}der Raum der n X m—

Matrizen mit reellen Eintragen, n,m € N
(a,b) / [a,b] ......... das offene/ abgeschlossene Intervall von a bis b fiir a,b € Rmita < b

span {vy,ve, ..., 05} .. {v € R* | v = X% Nwi, s € R, i = 1,2,...,n} der von den

Vektoren vy, vs, ..., v, € R™ aufgespannte lineare Unterraum, k € N

cone {vi,va, ..., 0} .. {v € R* | v =8 Noj, Ay > 0,7 = 1,2,...,n} der von den
Vektoren vy, vs,...,v, € R™ erzeugte konvexe Kegel, k € N

argrrl‘ljin flm) ... die Menge der Minimierer einer Funktion f: M — R

me

argg\?x flm) ......... die Menge der Maximierer einer Funktion f: M — R

Bo(z) ovviii. der offene Ball um x mit Radius ¢

diam(X) ............. der Durchmesser einer Teilmenge X C M eines metrischen Raum-
es (M, d)

int X ... das topologische Innere einer Teilmenge X C M eines metrischen

Raumes (M, d)

S {v € R | ||v|| = 1} die n-dimensionale Einheitssphéire, kurz:

n-Sphére




Notationen \%

Vektoren und Matrizen im euklidischen Raum

() e das Standardskalarprodukt im R"

|ol] oo die euklidische Norm eines Vektors v € R”

ol der transponierte Vektor von v € R"

€ e der i-te kanonische Einheitsvektor des R" fiir i € {1,2,...,n},n € N

Op v der Nullvektor des R", n € N

Ly oo die Einheitsmatrix der Ordnung n € N

AT die zu A € R™*™ transponierte Matrix

A=Y die zu A € R™"™ inverse Matrix

Verschiedenes .....

SGNT i das Vorzeichen einer reellen Zahl z € R mit sgn(z) = W 270

0, sonst.

N, X)) oo die (multivariate) Normalverteilung mit Erwartungswert p € R”
und Kovarianzmatrix > € R™*" n € N

P ein Wahrscheinlichkeitsmafl

Py oo die Verteilung einer Zufallsvariable X unter einem Wahrscheinlich-

keitsmafy P
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1 Einleitung

Daten in Form von Richtungen, Winkeln oder Achsen sind Gegenstand der zirkuldren Sta-
tistik. Diese findet Anwendung in vielen Bereichen der Naturwissenschaften, zum Beispiel
in der Geographie, aber auch aufierhalb, etwa im Transportwesen. Ublicherweise werden die
Daten als Punkte einer Sphéare festen Radius angegeben. Um die Position eines Punktes ein-
deutig festzulegen, geniigt dann die Angabe von Winkeln. Handelt es sich beispielsweise um
Positionsangaben auf der Erde, welche zumeist als perfekte Kugel modelliert wird, so werden
dazu tiiblicherweise Léngen- und Breitengrade angegeben. Dies sind Winkel, die der Punkt
zu gewissen Referenzebenen einschliefit. Sie lassen sich mathematisch einfach in sogenannte

Winkelkoordinaten umrechnen.

Sind die Stadte x, s, ..., x, gegeben, so stellt sich beim Bau eines Verteilungszentrums v
die Frage nach dem besten Standort fiir ein solches. Ein Kriterium fiir die Giite kénnte
neben niedrigen Grundstiickspreisen und guter Anbindung an die ortliche Infrastruktur bei-
spielsweise die mittlere Entfernung zu allen gegebenen Stadten sein. In diesem Fall ist das

Optimierungsproblem

n

> d(i,v), (1.1)

, 1
min —
=
zu 16sen, wobei v ein Punkt auf der Erdoberflache sei und d einen geeigneten Abstandsbegriff
fiir je zwei Punkte auf der Erdkugel in Form einer Metrik formalisiere. Sind die Winkelkoor-
dinaten der Stadte z;, ¢ = 1,2,...,n, und des Standorts von v bekannt, so ldsst sich deren
Entfernung durch die Bogenldnge einfach bestimmen. Mathematisch bezeichnet man einen
Minimierer des Problems (1.1) als spharischen Median oder auch Fréchet-1-Mittelwert (da
der Abstand in erster Potenz auftritt). Das Finden von Losungen des Problems (1.1) in

etwas allgemeinerer Form ist Gegenstand dieser Arbeit.

Die Ermittlung allgemeiner Fréchet-p-Mittelwerte gestaltet sich gemeinhin als schwierig, da
es sich bei dem Problem (1.1) im Allgemeinen um ein nichtkonvexes Problem handelt. Um

diese Aussage zu begriinden, lasst sich das Problem aus mehreren Perspektiven betrachten,




1 FEinleitung 2

welche wir im Folgenden kurz darstellen wollen. Es sei dazu (M, d) ein metrischer Raum und

A

N 12
F,: M =R, F,(m)=-> d(z;,m), (1.2)
i=1

n <
die sogenannte Fréchet-Funktion zu gegebenen Punkten x1, 2o, ..., x, € M und einer gegebe-
nen nichtnegativen reellen Zahl p € R, . Ein Fréchet-p-Mittelwert ist dann ein Minimierer der
Fréchet-Funktion. Fassen wir F), als Funktion von RF*! — R auf und suchen deren Minima,
so ist in dem fiir uns interessanten Fall, dass die zulédssige Menge eine Sphare ist, im obigen
Beispiel die Oberfliche der Erdkugel, diese keine konvexe Teilmenge des R¥+1. Beispielsweise
liegt die direkte Verbindungsstrecke zwischen Nord- und Siidpol im Erdinneren und nicht auf
der Erdoberfliche. Alternativ kénnen wir £, als Funktion von der k-Sphére S* als Mannigfal-
tigkeit nach R auffassen. Als solche ist die Zielfunktion jedoch nicht konvex (in der Definition
nach | , Definition 2.1]), da die einzigen konvexen Funktionen iiber kompakten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten, die konstanten Funktionen sind | , Theorem 2.2]. Dies

trifft fir die Fréchet-Funktion jedoch mitnichten zu.

Dariiber hinaus gilt es zu beachten, dass die Zielfunktion F), : S* — R im Allgemeinen eine
nur stiickweise differenzierbare Funktion ist und wir ausschlieBlich an globalen Minimalstel-
len der Fréchet-Funktion interessiert sind. Dies sind Gegebenheiten, die bei der Wahl eines

Optimierungsverfahrens beachtet werden miissen.

Ein Moglichkeit zur Losung des Problems (1.1) wird in | ] vorgestellt. Dort wird auf die
Methode des Simulated Annealing, einem probabilistischen Optimierungsverfahren, zuriickge-
griffen. Da wir im Rahmen dieser Arbeit einen deterministischen Ansatz wahlen wollen, ver-

folgen wir diesen Zugang jedoch nicht weiter.

Ist die zulissige Menge der Einheitskreis S!, so ist ein Algorithmus bekannt, der die Menge
der Fréchet-p-Mittelwerte explizit berechnet. Dieser wird in | | vorgestellt. Ein Gradien-
tenabstiegsverfahren auf Einheitssphiren S¥ hoherer Dimension wurde in | | fir den
Fall hergeleitet, dass die gegebenen Punkte x1, xs, ..., x, sich lediglich auf einer Halbsphére
befinden. Ein allgemeines, deterministisches Verfahren zur Bestimmung der globalen Minima
von

min F,(m) (1.3)
tiber einem metrischen Raum (M, d) ist bisher nicht bekannt und wird fiir den Fall, dass die

zuléssige Menge M die k-dimensionale Einheitssphére ist, £ = 1,2, in dieser Arbeit vorge-
stellt.
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Da gebréauchliche deterministische Optimierungsverfahren, wie etwa Gradientenabstiegsver-
fahren oder SQP-Methoden, in der Regel globale Informationen der Ableitung(en) der Ziel-
funktion ausnutzen und auf konvexen zulédssigen Mengen arbeiten, sind diese fiir unsere
Problemstellung ungeeignet. Branch-and-Bound-Verfahren kénnen hingegen auch ohne die-
se Voraussetzungen formuliert werden. Wir werden daher einen solchen Algorithmus zur
Bestimmung der Fréchet-Mittelwerte auf der Einheitssphire S? anwenden. Dazu wihlen
wir zundchst einen sehr allgemeinen Zugang und betrachten Fréchet-Funktionen tiber allge-
meinen metrischen Rédumen. Im Laufe der Arbeit wenden wir uns zur besseren Illustrati-
on unserer Vorgehensweise zunichst dem Beispiel des Einheitskreises S' zu. AnschlieBend
konstruieren wir ein Branch-and-Bound-Verfahren fiir die zweidimensionale Einheitssphare.
Dieses soll dabei auf einen moglichst genauen Unterschitzer zuriickgreifen. Die Ausgabe
des Algorithmus soll eine Menge A sein, deren Elemente die Eigenschaft besitzen, dass ihre
Funktionswerte nur geringfiigig vom Minimalwert abweichen und zu jeder Minimalldsung

von (1.3) sich in einer kleinen Umgebung ein Element aus A befindet.

In Kapitel 2 stellen wir zunéchst einige grundlegende Begriffe der globalen Optimierung,
die Grundidee hinter Branch-and-Bound-Verfahren, sowie das im Fokus stehende Optimie-
rungsproblem vor. Anschliefend konstruieren wir mit einer aus | | und | ] bekann-
ten, elementaren Methode einen Unterschéatzer, welcher uns dazu motiviert, bessere untere

Schranken der Zielfunktion mittels eines geometrischen Ansatzes herzuleiten.

Die dazu nétigen Hilfsmittel der sphérischen Geometrie und Trigonometrie stellen wir in
Kapitel 3 vor. Hier werden auflerdem fiir die Beispiele des Einheitskreises und der Einheits-
sphire S? untere Schranken des Minimalwertes der Fréchet-Funktion hergeleitet, die fiir den

Fall, dass lediglich ein Datenpunkt gegeben ist (n = 1), scharf sind.

Kapitel 4 fithrt zuerst einen modifizierten Branch-and-Bound-Algorithmus ein, der es uns bei
Kenntnis von unteren Schranken fiir den Minimalwert und einer Branch-Vorschrift ermoglicht,
eine Approximation der Menge aller Fréchet-Mittelwerte zu berechnen. Fiir die Beispiele der
Einheitssphéaren der Dimension eins und zwei stellen wir anschlieBend Moglichkeiten zur Un-
terteilung der zuldssigen Menge vor und formulieren abschlielend fiir beide Beispiele je ein
Branch-and-Bound-Verfahren. Dies stellt das unserer Kenntnis nach erste deterministische

Verfahren zur Bestimmung aller Fréchet-Mittelwerte auf der ganzen Einheitssphire S? dar.

Die konstruierten Algorithmen werden in Kapitel 5 fiir verschiedene, aus mathematischer
Sicht interessante Beispiele, sowie fiir zwei Anwendungsbeispiele getestet und bewertet. Da-

bei gehen wir aulerdem auf numerische Aspekte der Implementation ein.

In Kapitel 6 fassen wir die Ergebnisse dieser Arbeit abschliefend zusammen und geben einen

Ausblick auf potentielle, weiterfithrende Untersuchungen.
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2 Grundlagen der globalen
Optimierung und
Fréchet-Mittelwerte

In diesem Kapitel tragen wir die wesentlichen, fiir diese Arbeit relevanten Definitionen, Begrif-
fe, sowie einige bekannte Resultate zusammen. Ferner erklaren wir die Idee eines Branch-and-
Bound-Verfahrens und dessen Funktionsweise in seinen grundlegenden Ziigen. Abschlielend
stellen wir das zentrale Optimierungsproblem dieser Arbeit, sowie einen ersten Ansatz zur

Konstruktion einer unteren Schranke der Zielfunktion vor.

Dazu gehen wir davon aus, dass ein metrischer Raum (M, d) iiber einer nichtleeren Menge M,
sowie eine Funktion f : M — R gegeben sei. Wir betrachten das folgende Optimierungspro-

blem

min  f(m), (2.1)

meM

und suchen Optimallésungen fiir das Problem (2.1).
Definition 2.1 (lokales/ globales Minimum) Ein Punkt m € M heifit
(a) (globale) Minimalstelle bzw. (globale) Minimallésung fir (2.1), falls f(m) < f(m) fir
alle m € M gilt;
(b) lokale Minimalstelle bzw. lokale Minimallésung fiir (2.1), falls es ein € > 0 gibt, sodass
f(m) < f(m) fir alle x € B.(m) N M gilt.

Wir nehmen fiir diesen Abschnitt zunichst an, dass

argmin f(m) # ()
meM
gilt. Dabei bezeichne argmin,,c,, f(m) die Menge der Minimalstellen von f auf M, welche
wir im Falle der Eindeutigkeit des Minimierers mit diesem identifizieren. In Abschnitt 2.2 zei-
gen wir, dass das in dieser Arbeit betrachtete Optimierungsproblem stets eine Minimalldsung
besitzt.
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Im Rahmen dieser Arbeit interessieren wir uns hauptséachlich fiir globale Minimalstellen ei-

nes konkreten Optimierungsproblems, welches wir im nachfolgenden Abschnitt 2.2 vorstellen.

Die Ermittlung von globalen Optimalstellen kann sich als schwierig erweisen. Handelt es sich
bei dem betrachteten Problem um ein nichtkonvexes Optimierungsproblem iiber M = R,
so ist die Bestimmung von Minimallésungen mit lokalen Verfahren wie etwa Gradientenab-
stiegsverfahren problematisch. Diese finden im Allgemeinen nur lokale Minimalstellen, wel-
che nicht notwendigerweise auch globale Minimalstellen sind. Wir wenden uns daher anderen

Losungsanséatzen zu.

2.1 Branch-and-Bound-Verfahren

Ein bekanntes Verfahren, welches fiir ein gegebenes Problem der Form (2.1) globale Mini-
malstellen bestimmt, ist das Branch-and-Bound-Verfahren. Dieses wollen wir im folgenden

Abschnitt ndher betrachten. Die grundlegende Vorgehensweise ist dabei die folgende:

Gegeben sei ein Optimierungsproblem der Form (2.1). Die Menge M wird mittels einer Vor-
schrift in Teilmengen unterteilt (Branch). Ziel ist es, mit geeigneten unteren Schranken der
Zielfunktion viele dieser Teilmengen, die keine Minima enthalten konnen, aus dem Suchbe-

reich auszuschlieBen (Bound) und so den Suchbereich méglichst klein zu halten.

Die fiir einen Branch-and-Bound-Algorithmus benétigten unteren Schranken oder allgemei-
ner Unterschétzer der Zielfunktion, konnen von vielfiltiger Gestalt sein. Die folgende Defini-

tion soll daher diese Begriffe formalisieren.

Definition 2.2 (Unterschitzer, untere Schranke) Es sei f : M — R eine Funktion und
N C M eine nichtleere Teilmenge. Gilt fiir die Funktion g : N — R die Relation g(m) < f(m)
fiir alle m € N, so heit g Unterschdtzer von f auf N. Eine reelle Zahl h mit der Eigenschaft

h < f(m) fir alle m € N nennen wir untere Schranke von f auf N.

Entsprechend definieren wir Oberschdtzer bzw. obere Schranken, falls die Bedingung
g(m) > f(m) bzw. h > f(m) fir alle m € N erfillt ist.

Bemerkung 2.3 Man kann untere Schranken als konstante Unterschatzer auffassen. Der
Begriftf des Unterschatzers ist demnach allgemeiner. Eine analoge Aussage gilt fiir obere
Schranken und Oberschétzer. Die Verwendung von Unterschétzern ist im Bereich der globa-
len Optimierung ein sehr verbreitetes Konzept, welches auch wir im Rahmen dieses Kapitels
bendtigen. Da wir im Laufe dieser Arbeit lediglich eine Konstante (den Minimalwert der
Zielfunktion) unterschitzen, werden sich spéter untere Schranken zumeist als ausreichend

erweisen.
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Ist fiir die Funktion f ein Unterschéatzer bekannt, so kann das folgende Kriterium angewendet

werden, um Teile des Suchbereiches auszuschliefen:

Lemma 2.4 (Verwerfen von Gebieten) Es sei f : M — R eine Funktion und g : N — R
ein Unterschatzer von f auf N mit N C M, sowie m € M \ N. Gilt f(m) < g(n) fir alle
n € N, so liegt keine der Minimalstellen von f auf M in N.

Beweis: Angenommen, es gibe ein n € IV, in dem ein globales Minimum von f angenommen

wird. Dann gilt

f(n) < f(m) <g(n) < f(n),

ein Widerspruch. [ ]

Da numerische Verfahren in der Regel nicht exakt arbeiten, wird man mit einem Branch-and-
Bound-Algorithmus globale Minima (zumindest in vertretbarer Rechenzeit) nur bis auf eine
vorgegebene Genauigkeit ermitteln konnen. Ferner wird man sich wiinschen, dass fiir jedes
globale Minimum, zumindest in einer Umgebung ein mit dem Algorithmus als ,optimal®

identifizierter Punkt liegt. Diese Idee wird durch die folgende Definition realisiert:

Definition 2.5 (e-minimal, (¢, §)-Uberdeckung) Es sei f : M — R eine Funktion und m
eine globale Minimalstelle von (2.1) mit Minimalwert f(m) = min,,ep f(m). Ferner seien

e > 0 und ¢ > 0 vorgegebene Genauigkeiten.

(a) Ein Punkt m € M heiit e-minimal fiir das Problem (2.1), falls f(m) — H161]\I/1[ f(m) <e.

(b) Ein Punkt m € M heiBt (e, )-minimal fiir m, falls m e-minimal ist und d(m,m) < 4.

(c) Es sei X die Menge der globalen Minimalstellen von f auf M. Eine endliche Menge
A C M heiBt (e,6)-Uberdeckung (oder (e, 8)-Approzimation) von X, falls alle m € A

e-minimal sind und fiir jedes x € X ein (g, d)-minimaler Punkt m € A fiir x existiert.

Den Begriff der (e, §)-Uberdeckung werden wir erst in Kapitel 4 benétigen. Dieser wird hier
vorbereitend eingefiihrt. Die Definition orientiert sich an | , Definition 2.1(c)] und den
Erlduterungen aus | . Abschnitt 12.9]. Fiir zwei globale Minimalstellen m4, my kann es
moglicherweise nur einen gemeinsamen approximierenden Punkt in der (g, )-Approximation
geben, falls d(mq, my) < §. Andererseits kann es zu einer Minimalstelle mehrere Elemente in
A geben, die diese approximieren. Man beachte, dass es dariiber hinaus Elemente in A geben
kann, die zwar e-minimal sind, aber weiter als  von jeder globalen Minimalstelle entfernt

liegen.

Bemerkung 2.6 Die Algorithmen dieser Arbeit assoziieren stets eine gegebene Teilmenge
mit einem, fiir diesen Bereich reprasentativen Punkt. Dieser Reprasentant wird dabei heu-
ristisch ausgewahlt. Wenngleich die Auswahl dieses Punktes Einfluss auf die Laufzeit des

Algorithmus nehmen mag, werden wir dies im Folgenden vernachléssigen.
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Im Rahmen eines Branch-and-Bound-Verfahrens wird die zuldssige Menge M sukzessive in
(nicht notwendigerweise disjunkte) Teilmengen My, My, . .., My unterteilt, welche die zuléssige
Menge iiberdecken sollen, d. h. es gilt U, M; = M. Fiir den Bound-Schritt bendtigen wir
sowohl obere als auch untere Schranken auf diesen Teilbereichen. Das folgende Lemma bie-
tet uns eine obere Schranke fiir den Minimalwert einer Zielfunktion, sowie ein Kriterium fiir

e-Minimalitat.

Lemma 2.7 Es seien f: M — R eine Funktion, My, Ms, ..., My eine Uberdeckung von M,
d. h., Ule M; = M, und g; seien untere Schranken von f auf M;, i1 =1,2,... k. Ferner sei
e > 0 gegeben. Dann gilt:

(1) Friir jeden Punkt m € M ist f(m) eine obere Schranke fir min,,en f(m).

(2) Gilt fiir einen Punkt m € M die Bedingung

I
flm) - min g <<

so ist m e-minimal fir (2.1).

Beweis: Die Aussage (1) ist evident. Fir (2) gilt wegen g; < f(m) fur alle m € M,,

i=1,2,...,k, insbesondere min;—y 5 g; < ming,ep f(m). Folglich ist

f(m) — min f(m) < f(m) — min g <e,

d. h., m ist e-minimal fir (2.1). [

Ist M in die Teilmengen My, M, ..., M unterteilt und sind fiir diese bereits untere Schran-
ken fiir den Minimalwert bekannt, so ldsst sich auf diese Weise einfach ein e-minimaler
Punkt als solcher identifizieren. Oftmals gentigt es bereits, eine Approximation des minima-
len Zielfunktionswertes zu kennen. Einen Naherungswert dafiir liefert dann ein e-minimaler
Punkt. Der folgende, einfache Branch-and-Bound-Algorithmus dient zur Bestimmung eines

e-minimalen Punktes.

Algorithmus 2.8 (Branch-and-Bound) Wir betrachten zu einer Funktion f : M — R das
Problem (2.1). Es sei eine Branch-Vorschrift zur Unterteilung der Menge M in Teilbereiche,
sowie eine Vorschrift zur Berechnung einer unteren Schranke der Zielfunktion f auf jeder
Teilmenge M C M bekannt. Obere Schranken fir den Minimalwert auf einer Teilmenge

M C M erhilt man durch Funktionsauswertung (vgl. Lemma 2.7 (1)).
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1

N

10

11

12

13

14

15

16

Input : Metrischer Raum (M, d), Zielfunktion f, Genauigkeit & > 0
Output : e-minimaler Punkt fiir eine Minimallésung des

Optimierungsproblems (2.1)

Initialisiere Liste £ mit zu untersuchenden Teilbereichen von M. Bestimme obere

Schranke fir den Minimalwert min,,eps f(m) (bspw. durch Funktionsauswertung).

Wahle erstes Element M™* aus der Liste L.

while £ # () do

Losche M* aus L. Unterteile M* geméaf einer Branchingvorschrift in Teilbereiche.
for alle Teilbereiche M do
Berechne obere und untere Schranke auf M.
if untere Schranke < kleinste obere Schranke von Elementen aus £ then
Fiige M zur Liste £ hinzu. Aktualisiere ggf. obere Schranke und streiche
alle Teilbereiche aus £, die geméfl Lemma 2.4 kein Minimum mehr
enthalten konnen.
end if
end for
if £ # () then
Auswahl eines neuen Teilbereiches M™* aus der Liste L.
if (obere Schranke auf M*) — (kleinste untere Schranke von Elementen
aus L) < ¢ then
‘ Gib Reprasentanten von M* aus und beende das Verfahren.
end if
end if
end while

Algorithmus : Bestimmung eines e-minimalen Punktes auf einem metrischen Raum

Der angegebene Algorithmus 2.8 initialisiert zunéchst eine Liste £ von noch zu untersuchen-
den Teilbereichen M von M. Jedes Element der Liste £ besitze dabei neben einer Beschrei-
bung des Teilbereichs M die Attribute ,obere Schranke auf M* und ,untere Schranke auf

M fiir den Minimalwert min,,cy; f(m).

In der dufleren Schleife (Zeile 2-16) sind ein Branch-Schritt (Zeile 3), ein Bound-Schritt (Zei-
le 4-9) und ein Auswahl-Schritt (Zeile 12) enthalten. Dabei wird im Branch-Schritt der

aktuelle Teilbereich M™* nach einer gegebenen Vorschrift unterteilt.

Im

Bound-Schritt werden Elemente der Liste £ der noch zu untersuchenden Teilbereiche

eliminiert, wenn das Verwerfungskriterium aus Lemma 2.4 erfiillt ist.
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Im Auswahl-Schritt wird anschlieBend (nach einer deterministischen Vorschrift) ein neuer
aktueller Teilbereich M* ausgewéhlt und anschliefend getestet, ob dessen Représentant
e-minimal ist (vgl. Lemma 2.7 (2)). Ist dies der Fall, so wird das entsprechende Element
ausgegeben und das Verfahren beendet. Andernfalls wird in die dulere Schleife in Zeile 2

erneut eingestiegen und iteriert.

Bemerkung 2.9 Dieser Branch-and-Bound-Algorithmus ist so konzipiert, dass er, nachdem
er einen Punkt (bzw. Teilbereich) des Suchgebiets als e-minimal identifiziert hat, abbricht.
Man beachte dabei, dass diese Losung jedoch beliebig weit von einer globalen Minimalldsung
entfernt liegen kann. Insbesondere ist damit die Bestimmung einer (g, 5)—Uberdeckung der

Menge der Minimallésungen nicht moglich.

Wir wenden uns daher einer modifizierten Variante des obigen Algorithmus zur Approxima-
tion aller globalen Minimalstellen zu. Dabei nehmen wir insbesondere auf den in | ]

veroffentlichten Algorithmus Bezug. Diesen betrachten wir in Kapitel 4 ausfithrlicher.

Bemerkung 2.10 (Unterteilung in Teilbereiche/ Branch-Schritt) Wir haben bisher stets
stillschweigend angenommen, dass auf dem metrischen Raum (M, d) eine Unterteilungsvor-
schrift fiir den Branch-Schritt existiert. Natiirlich muss zur Formulierung eines Branch-and-
Bound-Verfahrens ex ante klar sein, wie unterteilt werden soll. Wahrend im Fall M = RF
(bzw. einer Teilmenge davon) zumeist eine Unterteilung in Hyperquader, sogenannte Bo-
zen, angewendet wird, so ist dies auf allgemeinen metrischen Rd&umen zunéchst unklar. Zur
Losung des Problems triangulieren wir im Rahmen dieser Arbeit den zugrunde liegenden
Raum auf geeignete Art und Weise. In Abschnitt 4.2 gehen wir darauf noch einmal genauer

ein.
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2.2 Fréchet-Funktion und intrinsische Mittelwerte

In diesem Abschnitt stellen wir das Optimierungsproblem, welches im Fokus dieser Arbeit
steht, vor. Ferner werden einige illustrative Beispiele dafiir gegeben. Wir fithren zunéchst

einige Definitionen ein.

Definition 2.11 (beschrénkt, Durchmesser) Wir nennen den metrischen Raum (M,d)

beschrankt, falls sein Durchmesser
diam(M) := sup {d(m, m) ‘ m,m € M}
endlich ist, andernfalls unbeschrdinkt.

Fiir eine nichtleere Teilmenge X C M und einen Punkt m € M definieren wir durch
d(m, X) := inf {d(m,x) ‘ x € X}

den Abstand von m zu X.

Definition 2.12 (Fréchet-Funktion) Gegeben seien die Punkte xy,z9,...,2, € M, n € N,

sowie p € R, eine nichtnegative reelle Zahl. Die Funktion

A 12
F,:M—R, mw— —> d(z;,m), (2.2)
N3
die jedem Punkt m € M den mittleren Abstand in p-ter Potenz zu i, xo,...,x, zuweist,

heifit Fréchet-Funktion der Punkte z1, xo, ..., z,.
Bemerkung 2.13

(1) Die Punkte x1,xs,...,z, nennen wir unter Anwendungsgesichtspunkten auch Daten-

punkte.

(2) In der Literatur wird die Funktion E, gelegentlich nur fiir p = 2 als Fréchet-Funktion
bezeichnet. Da diese Einschrankung fir diese Arbeit nicht relevant ist, nehmen wir sie

zunéchst nicht vor und weisen bei spezieller Wahl von p explizit darauf hin.

Definition 2.14 (Fréchet-Mittelwert) Wir betrachten das zur Fréchet-Funktion aus (2.2)

zugehorige Optimierungsproblem

min £, (m). (2.3)

meM

Einen Minimierer des Problems (2.3) bezeichnen wir als Fréchet-p-Mittelwert, im Falle p = 2
schlicht als Fréchet-Mittelwert.
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Wird die Metrik d durch die Lénge kiirzester Verbindungswege in M (intrinsisch) realisiert,
so spricht man in diesem Zusammenhang von intrinsischen Mittelwerten. In diesem Fall wird
der Raum auch geoddtischer Raum genannt und die Metrik d als intrinsische Metrik bezeich-

net.

Dass Fréchet-Mittelwerte unter gewissen Voraussetzungen (welchen die von uns betrachteten

Beispiele gentigen) stets existieren, zeigt der folgende Satz:

Satz 2.15 (Existenz von Minima) Es sei (M,d) ein metrischer Raum, in dem jede abge-
schlossene und beschrdnkte Menge kompakt ist; man sagt, der Raum besitzt die Heine-Borel-
Eigenschaft. Ferner seien x1,x9,...,x, € M, n € N, und E, die zugehorige Fréchet- Funktion

wie in (2.2). Dann besitzt E, auf M ein globales Minimum.

Beweis: Wir bemerken zunichst, dass die Funktion F), stetig ist. Nun unterscheiden wir

zwel Falle.

(1) M ist beschrankt. Da M auch (in sich) abgeschlossen ist, ist nach Voraussetzung M
sogar kompakt. Nach dem Satz von Weierstra$ (siehe | , S. 257, Korollar 111.3.8])

nimmt F,, auf M sein Minimum an.

(2) M ist unbeschrankt. Dann gibt es fur jedes § > 0 und jedes m € M ein m € M mit

d?(m,m) > 9. Es seien X := {x1,29,...,2,} und
._ P
ci= max dP(xy, ;).
Fir alle m € M mit d?(m, X) = ._11112in d’(m,z;) > c gilt nun die folgende Unglei-
chung: o

. 12
Fy(m) ==Y d(m,z;) >
=1

mn =

% 3=

im,

X)

max dP(zy, x;)

(2.4)

V

A

Z xlaxz Fn(xl)

B\H ||

Die Menge
N = {m € M’dp(m,X) < c}

ist abgeschlossen und beschrénkt, also nach Voraussetzung auch kompakt. Ferner gilt
aufgrund von dP(z1,X) = 0 < ¢ die Beziehung X C N. Insbesondere ist N daher

nichtleer. Dann besitzt F,, nach dem Satz von Weierstrafl auf N ein Minimum, d. h.,
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es gibt ein m € N, sodass F,(m) > F,(m) fir alle m € N gilt. Wegen X C N ist
E,(z1) > E,(m). Mit (2.4) folgt somit fir alle m € M\ N:

Ey(m) > Ey(x)) > E,(m)

und daher £,(m) > F,(m) fiir alle m € M. Damit besitzt £, ein Minimum auf M.

Bemerkung 2.16 Man beachte, dass es sich bei dem Problem (2.3) im Allgemeinen nicht um
ein konvexes Optimierungsproblem handelt. Insbesondere ist die Definition einer konvexen
Funktion (im klassischen Sinne) zunéchst unklar, da der metrische Raum (M, d) nicht mit
einer Vektorraumstruktur ausgestattet sein muss. Das folgende Beispiel soll die Problematik

illustrieren:

Beispiel 2.17 (Einheitskreis) Wir betrachten den Einheitskreis
s'={m e R?*||Im| =1} CR2.
Fiir zwei Punkte m,m € S' sei ihr Abstand durch die Bogenlinge
d:S'xS'" = [0,7], (m,m)+ arccos ({m,m)), (2.5)
d. h., durch den von m und m eingeschlossenen Winkel gegeben.

Mit der Metrik (2.5) wird (S!,d) zu einem metrischen Raum (siche | , Beispiel 4.2.9]).
Die Kreislinie tragt allerdings keine nattrliche Vektorraumstruktur, sodass (gewichtete) Mit-
tel von Punkten des Kreises nicht erklart sind. Insbesondere ergibt die klassische Definition

von Konvexitit einer Funktion f :S' — R durch Forderung der Bedingung
fm+ (1= X)m) < Af(m) + (1= A) f(m)

fir m,m € S', m # m und X € [0,1] hier keinen Sinn. Die Funktion f ist fiir A # 0,1 in
Am + (1 — A)m nicht einmal definiert.

Bemerkung 2.18 (Extrinsische Sichtweise) Man konnte den Einheitskreis in den umgeben-
den Raum, die Ebene R?, einbetten und in diesem rechnen, da der R? eine Vektorraum-
struktur tragt. Ergebnisse auf der Kreislinie erhielte man dann durch Projektionen auf diese.
Die Bogenlénge lasst sich jedoch nicht in nattirlicher Weise als Metrik auf der ganzen Ebe-
ne R? fortsetzen. Um die Ebene zu metrisieren, wiirde man daher zu einer anderen Metrik
iibergehen, bspw. zur durch die euklidische Norm induzierten Metrik. Diesen Zugang bezeich-

net man auch als extrinsische Sichtweise.
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Allerdings sind die intrinsische Metrik des Kreises und die euklidische Metrik der Ebene

nicht dquivalent in dem Sinne, dass Losungen des Problems (2.3) und die des Problems

n

min Y |lm — x| (2.6)
meSt i1
fiir gegebene Punkte x1, 7o, ..., 7, € S, im Allgemeinen nicht miteinander iibereinstimmen.

Losungen des Optimierungsproblems (2.6) nennt man auch extrinsische Mittelwerte bzw. ex-
trinsische p-Mittelwerte. Fiir ndhere Betrachtungen von diesen und fiir Vergleiche zwischen

extrinsischen und intrinsischen Mittelwerten verweisen wir auf | -

Im Folgenden wollen wir nur die intrinsiche Sichtweise weiter verfolgen. Statt einer Ein-
bettung in den umgebenden Raum, betrachten wir die Sphére lokal in Karten, d. h., wir
parametrisieren den zugrunde liegenden Raum (M, d) (hier: den Kreis) lokal auf ,geeignete®
Art und Weise.

Beispiel 2.19 (Fortsetzung Beispiel 2.17) Wir parametrisieren die Ebene durch Polarkoor-

dinaten und ordnen jedem Punkt

()2
T sin ¢

des Einheitskreises seinen zugehorigen, sog. Polarwinkel ¢ € [—m,7) zu. Dabei bezeichne z*

die i-te Komponente des Vektors x.

Mithilfe der Polarwinkel konnen wir den Einheitskreis in kanonischer Weise mit dem Intervall
[—m, ) identifizieren. In dieser Darstellung lisst sich der Abstand zweier Punkte z,y € S

mit Polarwinkeln «, § € [—m, 7) de facto auch tber

dey) =4 o= pl < (2.8)

27 — |a — B|, sonst,

berechnen, wie aus Abbildung 2.1 hervorgeht. Mit anderen Worten, man kann sich zur Be-
stimmung des Abstandes zweier Punkte auf der Kreislinie auf die Berechnung des Abstandes
zweier Winkel, d. h. reeller Zahlen auf [—m, 7) beschréanken. Bei der Addition von Winkeln
ist diese im Folgenden stets als Addition von Zahlen modulo 27 zu verstehen, sodass die
Summe wieder Element des Intervalls [—m, ) ist. Sind aus dem Kontext keine Verwechs-
lungen moglich, so schreiben wir, statt d(z,y) auch d(«, 3) fiir den Abstand von z,y mit
Polarwinkeln «, 8 und d(«, ) gemaf (2.8).
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d(ZL y) = arccos <:I;7 y> - gp

x v Y
l‘ v
- « 3 T
(a) Abstand zweier Punkte =,y € S in (b) Abstand der zugehorigen Polarwinkel
Bogenlidnge/ intrinsischer Abstand a,f € [—m,m)

Abbildung 2.1: Abstand von Punkten z,y € S' bez. verschiedener Parametrisierungen

Sind nun Punkte z,xs,..., 2, € S' (bzw. deren Polarwinkel) gegeben, lisst sich mithilfe
dieser Parametrisierung die Fréchet-Funktion dieser Punkte, hier zu p = 2, auf S' leicht

veranschaulichen. Fiir die Punkte z, 29, 23,74 € S! mit den Polarwinkeln ¢, = 0, @y = e

Y3 = %”, Yy = —%ﬂ ist der Graph von Fj in Abbildung 2.2 zu sehen.

5.0
|

A
Fa(®)
3.0 3.5 4.0
| |

25

2.0

- -3/4n -1/2 -mi/4 0 n/4 n/2 3/4n n

Abbildung 2.2: Fréchet-Funktion zu p = 2 fiir den Einheitskreis bei gegebenen Punkten
T1,T2,T3, Ty
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Die Fréchet-Funktion £ ist die Konvexkombination von vier verschiedenen, verschobenen
Parabeln, aber offenbar nicht konvex. Insbesondere gibt es lokale Minimalstellen, welche
keine globalen Minimalstellen sind; die Fréchet-Mittelwerte sind zudem nicht eindeutig be-
stimmt. Dariiber hinaus besitzt die Funktion bei p; =7 € [—m,7), i = 1,2, 3, 4, Knickstellen,

an welchen sie nicht differenzierbar ist.

Bei der Verwendung eines Optimierungsverfahrens ist daher zu beriicksichtigen, dass die Vor-
aussetzung der Differenzierbarkeit, wie sie bspw. bei der bekannten aBB-Methode (einem
Branch-and-Bound-Verfahren, das einen, mit der Hessematrix der Zielfunktion konstruierten
Unterschétzer nutzt, siehe | , Abschnitt 4.6]) notwendig ist, nicht erfillt ist. In Kapitel 4
stellen wir einen Branch-and-Bound-Ansatz vor, der weder Differenzierbarkeit noch Konve-

xitét der Zielfunktion voraussetzt.
Zunachst wollen wir uns jedoch einem weiteren Beispiel widmen.

Beispiel 2.20 (2-Sphédre) Wir betrachten die Oberflache der Einheitskugel, die zweidimen-

sionale Einheitssphére
§?={meR*||Im| =1} C R

Analog zum Einheitskreis S! kann man auch hier den Abstand zweier Punkte durch den

Arkuskosinus des Skalarproduktes
d:S*xS* = [0,7], (m,m)+ arccos({m,m)) (2.9)

definieren und (S%, d) wird damit zu einem metrischen Raum; die Metrik (2.9) ist dabei die
intrinsische Metrik der Einheitssphére. Dies gilt allgemein fiir alle k-dimensionalen Einheits-
sphéren S* (kurz: k-Sphdren) mit k € N (siche | , Beispiel 4.2.9]).

Durch Ubergang in ein anderes Koordinatensystem — das Kugelkoordinatensystem — erhlt
man eine dquivalente Darstellung, welche sich fiir weitere Berechnungen und Veranschauli-

chungen gelegentlich als geeigneter erweist. Diese stellen wir im Folgenden vor.

Es seien dazu mq,ms € S? zwei Punkte. Dann gibt es fiir jeden dieser Punkte Winkel

0; € [0,7], p; € [-7,m), i = 1,2 derart, dass

sin 6; cos ;
m; = | sin@;sing; | €S* i=12 (2.10)

cos b;

gilt. Dabei wird das Tupel (6;,¢;) auch als Winkelkoordinaten des Punktes m; bezeichnet.
Abbildung 2.3 veranschaulicht diese Darstellung.
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Abbildung 2.3: Kugelkoordinaten eines Punktes m; = (6, ;) € S?, sowie dessen Abstand
d(my, ms) (rot) in Bogenlinge zu my € S?

Auf diese Weise lésst sich eine Zuordnung m € S? — (0,p) € [0,7] x [—m, ) definieren,
welche gemeinhin auch als ,,Darstellung eines Einheitsvektors in Kugelkoordinaten® bekannt
ist. Ein Einheitsvektor sei dabei ein Vektor m € R* mit ||m|| = 1, k € N. Man beachte, dass
die so definierte Darstellung im Allgemeinen nicht eindeutig ist — fiir m = ( 0 0 #+1 )T ist
0 = 5 F 5 und der Winkel ¢ ist beliebig wéhlbar.

Betrachten wir nun das Skalarprodukt zweier Vektoren m;,mo € S? in der Darstellung

aus (2.10), so ergibt sich (mithilfe eines Additionstheorems):

(mq,ma) = (sin 01 cos ¢1)(sin by cos ps) + (sin b1 sin 1) (sin Oy sin ) + cos O cos Oy
= (sin 6y sin O)(cos @1 cos o + sin @; sin @y ) + cos 6y cos Oy

= sin ¢, sin 0y cos(p; — @) + cos by cos ;.

Wir kénnen demnach den Abstand zweier Punkte mq,ms € S? auch durch ihre Winkelkoor-

dinaten beschreiben vermoge der Vorschrift:

d: ([0,7] x [-m,7))* = [0, 7],
<<el>> (02>> > arccos (COS 01 cos 0 + sin 6 sin 0z cos(p1 — 902))'

¥1 ©2

Es seien nun die Punkte z1, 5, 23,24 € S* mit den Winkelkoordinaten (6, ;) = (0,0),
(02, ¢2) = (%7?,0), (03,03) = (5, %) und (04, @4) = (%7?, —%7‘(‘) gegeben. Der Graph von Ey fiir
p = 2 ist in Abbildung 2.4a als Oberflaichenplot bzw. in Abbildung 2.4b als Niveaulinienplot

abgebildet.
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Abbildung 2.4: Graph der Fréchet-Funktion F fiir die Einheitskugel bei den gegebenen Punk-
ten T1,T2,X3,T4, P = 2
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Auch hier ist klar erkennbar, dass die Zielfunktion, parametrisiert als Funktion von
[0,7] X [=m,7) — R, nicht konvex und an diskreten Stellen nicht differenzierbar ist. Fer-
ner gibt es auch hier lokale Minimalstellen, welche keine globalen Minimalstellen sind (vgl.
Abbildung 2.4b etwa bei (6 gp) ~ (1,6 2,6)). Aus diesem Grund werden wir zur Bestim-
mung von globalen Minimalstellen nicht auf lokale Optimierungsverfahren zuriickgreifen. Viel
mehr motiviert dies die Verwendung eines Branch-and-Bound-Verfahrens zur Ermittlung der

Fréchet-Mittelwerte auf Sphéren.

Bemerkung 2.21 Fiir die Formulierung eines Branch-and-Bound-Algorithmus zur Losung
des Optimierungsproblems (2.3) ist es notwendig, Unterschétzer bzw. untere Schranken fiir
die Fréchet-Funktion zu konstruieren. Es geniigt, eine untere Schranke g; von dP(x;,-) fur
jeden gegebenen Punkt z;, i = 1,2,...,n auf einem entsprechenden Bereich M C M zu

konstruieren. Aufgrund von

fiir alle m € M, erhélt man eine untere Schranke fiir £, durch Ly g

Es ist sogar ausreichend, eine untere Schranke g; von d(z;,-) fir i = 1,2,...,n zu konstruie-
ren, sofern diese nichtnegativ ist. In diesem Falle ist, aufgrund der Monotonie von z + 2P

auf R, durch %2?21 g¥ eine untere Schranke von E,, gegeben.

2.3 Unterschitzer mit Lipschitz-Konstante

Die Konstruktion eines Unterschétzers kann mitunter sehr elementar sein. Ist fiir die Zielfunk-
tion eine Lipschitz-Konstante bekannt, so kann mithilfe dieser ein Unterschétzer konstruiert
werden. Dies betrachten wir im folgenden Abschnitt genauer. Dazu sei der zugrunde liegende

metrische Raum M stets beschrankt mit Durchmesser D.

Definition 2.22 (Lipschitz-stetig) Es sei f : M — R eine Funktion. Gibt es eine reelle Zahl
L > 0, sodass fiir alle m,m € M die Beziehung

|f(m) — f(m)| < Ld(m,m)
gilt, so heiflt f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.

Satz 2.23 Die Zielfunktion f des Problems (2.1) sei Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L

und M C M sei eine nichtleere Teilmenge von M, sowie m € M. Dann ist die Funktion
g: M =R, mw— f(m)— Ld(m,m)

ein Unterschitzer von f auf M.




2 Grundlagen der globalen Optimierung und Fréchet-Mittelwerte 19

Beweis: Es sei m € M ein beliebiger Punkt. Dann gilt:

f(m) = f(m) < [f(m) — f(m)] < Ld(m,m)

und somit g(m) = f(m) — Ld(m,m) < f(m), was die Behauptung zeigt. |

Eingehendere Informationen zur Theorie der ,Lipschitz-Optimierung® finden sich in der Li-
teratur. Wir empfehlen dazu beispielsweise | , S. 407 ff.] und | , Abschnitt 1.1.4].

Fiir die in Abschnitt 2.2 vorgestellte Fréchet-Funktion kénnen wir mithilfe ihrer Lipschitz-

Konstanten ebenfalls einen Unterschatzer konstruieren, wie das folgende Resultat zeigt:

Satz 2.24 Es seien x1,%2,...,T, € M gegebene Punkte, p € R, E, die Fréchet-Funktion,
wie in (2.2) und D = diam(M). Dann ist F, Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante pDP~L.
Insbesondere gilt fiir m,m € M die folgende Ungleichung:

E,(m) > F,(m) — pDP~Y d(m,m). (2.11)

Beweis: Fiir je zwei nichtnegative Zahlen a,b € R, mit a < b gilt
b’ —af = /abptpl dt < p(b— a)b" .

Folglich gilt fiir zwei beliebige nichtnegative Zahlen a,b € R, die Ungleichung

P — a?| < p|b— a|max{a, b}’ . (2.12)
Es seien nun x,m,m € M. Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt

|d(x,m) — d(z,m)| < d(m,m). (2.13)

Dann folgt aus (2.12) und (2.13) die Ungleichung

d’(x,m) — d°(x,m) < |dP(xz,m) — d’(z,m)]
< pld(z,m) — d(z,m)| max {d(x,m),d(z, ﬁz)}p_l
< pd(m,m)D"",

wobei in das letzte Ungleichheitszeichen die Abschétzung max {d(x,m),d(x,m)} < D ein-
geht. Durch Summation folgt

3\>—‘

;de (x5, m Z (z;,m) — pDP~td(m,m),
i=1 i=1

was die Behauptung zeigt. [
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Die Tatsache, dass ), eine nichtnegative Funktion ist, zieht das folgende Resultat nach sich.
Folgerung 2.25 Mit den Voraussetzungen von Satz 2.24 gilt fiir m,m € M die Ungleichung

A

Fr(m) > max { F,,(m) — pD"~" d(m, m),0}.
Insbesondere ist damit fiir jeden Punkt m € M die Funktion
g: M —R, m+— max {ﬁn(Th) — pDP~ 1 d(m,m), 0}

ein Unterschitzer von E), auf M.

Durch Minimieren dieses Unterschéatzers erhdlt man eine untere Schranke fiir den Minimal-
wert der Fréchet-Funktion auf einer Teilmenge von M. Leider ist dieser Lipschitz-Unterschét-
zer, insbesondere fiir Bereiche mit grofem Durchmesser D, nicht besonders genau, wie das

nachfolgende Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 2.26 (Einheitskreis) Fiir den Einheitskreis (S',d) mit der intrinsischen Metrik d
gilt D = 7. Mit anderen Worten, der grofite Abstand in Bogenlénge zwischen zwei Punkten
x,y auf dem Kreis betragt 7. Dies ist genau dann der Fall, wenn sich die Punkte diametral
gegeniiber liegen, d. h. falls x = —y gilt. In diesem Fall unterscheiden sich die Polarwinkel

genau um 7 (gerechnet in [—m, 7)).

Es sei nun der Einheitskreis durch [—m, 7) parametrisiert und p = 2. Ferner sei z € S! mit

Polarwinkel ¢ € [—, 7) gegeben. Fiir jeden Referenzpunkt m € S' ist dann die Funktion
g S' = R, m i+ max {Fn(m) — 21w d(m,m), 0}

ein Unterschétzer fir F, auf S!. In Abbildung 2.5 sind die Graphen von zwei Fréchet-
Funktionen fiir unterschiedliche Datenpunkte x; und verschiedene Referenzpunkte m zu
sehen. Offenbar hiangt der maximale Abstand des Unterschétzers zur Zielfunktion mafigeb-
lich von der Wahl des Referenzpunktes ab — ein Parameter, der bei der Formulierung eines
Branch-and-Bound-Verfahrens vorher zu bestimmen wére. Vernachléssigen wir dies, so kann

der Abstand zwischen Unterschétzer und Fréchet-Funktion sehr grof3 werden.

Ist die Approximation der Fréchet-Funktion durch den Lipschitz-Unterschéitzer in Abbil-
dung 2.5a noch relativ gut, die untere Schranke fiir den Minimalwert sogar scharf, so ist dies
in Abbildung 2.5b mitnichten der Fall — die Differenz zwischen Minimalwert der Fréchet-
Funktion und Unterschétzer in der Minimalstelle betragt %2 ~ 2,467. Der Lipschitz-Unter-
schiatzer bietet demnach im Allgemeinen nur eine sehr ungenaue untere Schranke fiir den
Minimalwert des Problems (2.3).
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(b) Datenpunkte: x; = §, 22 = —F, Referenzpunkt: m = 7

Abbildung 2.5: Fréchet-Funktion und Lipschitz-Unterschétzer fiir verschiedene Datenpunkte
x; und Referenzpunkte m € S?




2 Grundlagen der globalen Optimierung und Fréchet-Mittelwerte 22

Dies soll uns dazu motivieren, im Folgenden eine untere Schranke der Fréchet-Funktion zu
konstruieren, die fiir einen gegebenen Datenpunkt ebenfalls exakt ist und dariiber hinaus fiir
mehrere gegebene Datenpunkte eine genauere Abschétzung als der Lipschitz-Unterschéatzer
liefert. Die Giite der Unterschatzung nach der hier vorgestellten Methode fiir einen Branch-
and-Bound-Algorithmus demonstrieren wir anhand eines Beispieles in Kapitel 5 abschlieflend
noch einmal genauer. Den Unterschétzer als solchen werden wir im Folgenden jedoch nicht

weiter betrachten.
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3 Intrinsische Abstinde auf Sphiren

Dieses Kapitel soll einige Eigenschaften der intrinsischen Metrik auf Sphéren vorstellen, wel-
che wir spéter fiir die Konstruktion eines Unterschétzers der Fréchet-Funktion bendtigen.
Diese werden uns insbesondere dabei helfen, gegeben einen Datenpunkt, eine scharfe unte-
re Schranke fiir die Fréchet-Funktion auf dem Einheitskreis und der Kugeloberfliche (bzw.
einem Teilgebiet davon) anzugeben. Die grundlegende Idee besteht darin, zuerst fiir einen
gegebenen Punkt x € M und eine Teilmenge S C M eines metrischen Raumes (M, d), den
Abstand d(x, S) zu berechnen. Durch Summation iiber alle Datenpunkte erhélt man (siehe

Bemerkung 2.21) eine untere Schranke fiir den Minimalwert der Fréchet-Funktion auf S.

Zunachst benétigen wir noch zwei vorbereitende Hilfsresultate.

Lemma 3.1 Es seien I = |«, B] C R ein abgeschlossenes Intervall und eine Zerlegung o =
ap < ap < - < gl < ap = [ des Intervalls I in £ Teilintervalle gegeben, ¢ € N. Weiter
sei f: I — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f monoton auf allen Teilintervallen
[, ] fiiri=0,1,...,0 —1 ist. Dann ist

min f(z) = min {f(ozz)

xel

z’:o,1,...,e}.
Beweis: Angenommen, es gibt ein

ie]\{ai

i= 0,17...,6} mit  f(Z) < min{f(ai)

i:O,l,...,é}.

Dann ist # in einem Intervall der Form [o;, ;4] enthalten fiir ein j € {0,1,...,0—1}.
Nach Voraussetzung ist f auf [a;, ;1] monoton. Angenommen, f ist monoton wachsend

auf oy, ojy1]. Aufgrund von a; < T ist dann f(o;) < f(z) und es folgt

flay) < f(#) < min { f(e)

z:0,1,...,£}, (3.1)

ein Widerspruch. Ist f auf [o;, oj41] monoton fallend, so erhalten einen analogen Wider-

spruch wie in (3.1) durch Betrachtung von «;; statt ;. |
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Allgemein wiirde man von einer Metrik auf der k-Sphére erwarten, dass diese invariant unter
orthogonalen Transformationen, d. h. Drehungen und Spiegelungen, ist — dies sind die Iso-
metrien der S* (vgl. | , Proposition 18.5.2]). Dass diese Eigenschaft fiir die intrinisische

Metrik von k-Spharen gilt, zeigt das folgende Lemma.

Lemma 3.2 Es seien x,y € SF zwei Punkte der k-dimensionalen Einheitssphdre, k € N und
d der intrinsische Abstand darauf. Ferner sei R € REFDXEHD eine orthogonale Matriz, d. .,
eine Matriz mit R = R™*. Dann gilt d(x,y) = d(Rx, Ry). Insbesondere ist der Abstand in

Bogenlinge invariant unter Rotationen.
Beweis: Fiir 7,y € R¥! ist deren Skalarprodukt durch (z,y) = x "y gegeben. Folglich ist

d(Rz, Ry) = arccos (Rx, Ry) = arccos ((Rm)TRy) = arccos (a:T(RTR)y>

= arccos (:ETy> = arccos (z,y) = d(z,y).

3.1 Eigenschaften der Bogenlidnge auf dem

Einheitskreis

Wir betrachten den Einheitskreis S!, parametrisiert durch das Intervall [—7, 7) und eine kom-
pakte, zusammenhinge Teilmenge S C S!' der Kreislinie. Ferner sei ein Punkt
r € S' mit Polarwinkel ¢ gegeben. Das folgende Resultat gibt Aufschluss iiber die Lage

von Minimalstellen der Abstandsfunktion auf dem Einheitskreis.

Lemma 3.3 Der Einheitskreis S' sei durch [—m, ) parametrisiert und S C S' sei eine
kompakte, zusammenhingende Teilmenge des Kreises. Ferner sei x € S' mit Polarwinkel

o € |[—m,m) gegeben. Dann gelten fir den Abstand
gz = d(z,S) = min {d(:c, s) ‘ s € S} (3.2)
die folgenden Aussagen:
(1) Ist S =S', so0 ist d(x,S) = 0.

(2) Ist S C S' durch das Intervall (o, 3] C [—7,7) mit a < 3 parametrisiert, so gilt

de.5) = d(p. 0B = celed gy
min{d(p, a),d(p,5)}, sonst.

Beweis: Die Aussage (1) ist einfach einzusehen. Man beachte, dass das Minimum in (3.2)

tatséchlich angenommen wird, da die Metrik d stetig und S kompakt ist.
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Das erste Gleichheitszeichen in (3.3) folgt aus (2.8). Ist ¢ € [«, ], so ist offenbar d(¢, [«, 5]) =
d(p,p) = 0 die beste untere Schranke fir d(p,§) fir £ € [a, f]. Andernfalls unterscheiden

wir zwel Félle:

(a) Ist der zu x diametrale Punkt mit Polarwinkel ¢ = ¢ + 7 € [—m, ) im Gebiet S und
damit ¢ € [a, 5] enthalten, so ist d(y, -) auf [a, 1] monoton wachsend und auf [, f]
monoton fallend (vgl. (2.8)). Nach Lemma 3.1 wird das Minimum mingcjq g d(e, §)

entweder auf dem Rand des Kompaktums [a, ] angenommen oder in ¢. Wegen

min {d(y, o), d(p, 8)} <7 =d(p, )

ist letzterer Fall irrelevant.

(b) Gilt fir den Polarwinkel ¢ des zu = diametralen Punktes die Bedingung ¢ ¢ [« (], so
ist d(¢p, ) auf [a, B] monoton und nimmt sein Minimum (wegen Lemma 3.1) auf dem

Rand des Intervalls an.

Damit ist mingeja, g d(p, §) = min{d(y, ), d(p, §)}. Insgesamt gilt somit:

‘ 07 p e [a7ﬁ]a
d(e, o, B]) = min d(p,€) =
(e[, ) = i, dle. ) min{d(p, a),d(¢, 8)}, sonst.

[
Bemerkung 3.4 Die Annahme in Lemma 3.3 (2), dass S durch [a, 5] C [—7,7) mit o < 3

parametrisiert ist, ist keine Einschriankung. Ist S C S' kompakt und zusammenhéngend,
so zeichnet S einen Kreisbogen der Lénge kleiner 27 aus, welcher durch ein abgeschlos-
senes Intervall [, /] € R mit @ < § und f — @ < 27 parametrisiert werden kann. Ist

lov, B] € [—m, ), so konnen wir S durch Rotation mit der Matrix
—cosa —sino
R = ‘
sina — cos «

in die Menge RS = {Rs‘s € S} uiberfithren. Fiir einen Punkt s € S mit Polar-
winkel ¢ € [a, 5] hat der rotierte Punkt

iR —cosa —sina Cos ¢ —CcosaCcos @ — sinasin
S = S = =
sina —cos« sin ¢ —sin v cos @ + cos asin
[ —cos(p—a) ) [ cos(p—a—m)
—sin(p — ) sin(p —a — )

einen Polarwinkel ¢ = p —a — 71 € [—7, 8 — a — 7| und aufgrund von § — a < 27 folgt

(3.4)

¢ € [—m,m). Die letzten beiden Gleichheitszeichen in (3.4) folgen aus Additionstheoremen
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und Symmetrieeigenschaften der trigonometrischen Funktionen, siehe | , S. 80]. Die
Menge RS ist dann ein Kreisbogen, dessen Parametrisierung eine Teilmenge des Intervalls
[—m,m) ist und fiir jeden Punkt x € S gilt d(z, S) = d(Rzx, RS).

Bemerkung 3.5

(1) Fiir einen gegebenen Punkt x € S! ist der in (3.3) berechnete Abstand eine scharfe

untere Schranke der zugehorigen Fréchet-Funktion, d. h., die beste untere Schranke

fir Fl.
(2) Sind xy, 3, ..., 2, € S', so erhalten wir durch
1 & 1 & P
9= ;9& o ; (d(x,-,S)) (3.5)
mit g,, wie in (3.2) fir ¢ = 1,2,...,n, eine untere Schranke fiir F, auf einem zusam-

menhéngenden Kompaktum S C S! (aufgrund der Nichtnegativitit von g,,). Mithilfe
einer Parametrisierung von S und der Polarwinkel oy, ¢o, ..., ¢, lasst sich (3.5) auch
mittels (3.3) berechnen. Die so konstruierte untere Schranke ist fiir n > 2 im Allgemei-

nen jedoch nicht mehr scharf, wie Beispiel 3.6 zeigt.

Beispiel 3.6 Es seien die Punkte z1, 25 € S! mit Polarwinkeln ¢, = 0, 5 = 7 gegeben, sowie
p = 2. Dann ist die untere Schranke g von £ auf [—m, ) geméB (3.5) gleich Null, denn die
Winkel ¢, @9 sind Elemente des Intervalls [—, 7). Die Fréchet-Mittelwerte des zugehorigen
Problems haben jedoch die Polarwinkel +7; der zugehorige Minimalwert betrédgt %2. Die
untere Schranke ¢ ist demnach fiir mehr als einen gegebenen Punkt im Allgemeinen nicht

mehr scharf.

3.2 Sphirische Geometrie auf der Einheitskugel

In diesem Abschnitt betrachten wir die zweidimensionale Einheitssphére S2. Dabei stellen wir
einige ausgewéhlte, grundlegende Definitionen und Resultate der sphéarischen Trigonometrie

vor und leiten eine untere Schranke fiir die Abstandsfunktion auf der Kugeloberfliche her.

3.2.1 GroBkreise und Kugeldreiecke

Im Hinblick auf die Formulierung eines Branch-and-Bound-Verfahrens auf der Kugelober-
flache ist es notwendig, eine Struktur auf dieser einzufithren, um sie in verschiedene Teil-
bereiche zu unterteilen. Dazu triangulieren wir die Kugeloberfliche, d. h. wir unterteilen
sie in sphérische Dreiecke. Fiir dieses Konzept benotigen wir zunéchst die Definition eines

GroBkreises, welche wir im Folgenden einfiihren.
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Definition 3.7 (GroBkreis) Es sei S? die zweidimensionale Einheitssphéire und E C R? eine
Ebene des R?, die den Ursprung enthalte. Die Menge 'y, = ENS? nennen wir einen Grofskreis
der Einheitskugel.

Bemerkung 3.8

(1) Geometrisch gesehen ist ein Grofikreis ein Kreis auf der Kugeloberfliche grotmoglicher
Lénge (bspw. der Aquator); der Umfang betragt 27. Kreise auf der Sphéire mit einer
Lange kleiner als 27 heiflen Kleinkreise. Diese sind fiir uns fortan allerdings von gering-

erem Interesse.

(2) Fiir jede Ebene E des R? gibt es stets einen Normaleneinheitsvektor ng, d. h., einen
Vektor der Lénge eins, welcher senkrecht auf E steht. Die Ebene ist in diesem Fall auch
durch

E = {x€R3’ (x,ng) :xTnE:()}

gegeben. Auf diese Weise konnen wir jeden Groflkreis I'g durch einen Normalenein-
heitsvektor ng représentieren. Dieser ist bis auf sein Vorzeichen, d. h. Multiplikation

mit —1, eindeutig bestimmt.

(3) Fiir zwei linear unabhéngige Vektoren dy,dy € R? ist durch deren normiertes Kreuz-

produkt % ein Normaleneinheitsvektor der Ebene span{d;, ds} gegeben.

Satz 3.9 Es seien dy,dy € S* zwei gegebene Punkte und
v [-m,7) =S @~ cospd + sinpds.

Das Bild v([—m,m)) der Kurve 7y ist dann und nur dann ein Grofkreis, wenn (dy,dy) = 0
gilt. In diesem Fall stimmt der von der Ebene E = span{dy,dy} induzierte Grofkreis I'p mit
dem Bild der Kurve y(|—m,)) tberein.

Beweis: Es sei y([—m, 7)) ein Groflkreis. Dann gilt fiir alle ¢ € [—7, ), dass

||2 = || cospd; + Sing0d2||2

= (C082 go)HallH2 + (sin2 gp)HdQHQ + 2sin @ cos p (dy, dg) (3.6)

1= v()

=14 2sinpcosp (di,ds) .

Folglich muss (d;, d2) = 0 gelten.

Es gelte umgekehrt (di,dy) = 0. Wir zeigen, dass dann ~([-m,7)) = E N S* mit
E = span{d;,dy} gilt. Dass fir ¢ € [—m, m) der Vektor v(¢) in EF N S? liegt, folgt un-
mittelbar aus der Definition von v und Gleichung (3.6). Sei umgekehrt x € E N S% Dann
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gibt es ein \ = ( AL A2 )T € R? mit z = A\d; + \?d, und es gilt
2 2 2 2
L=l = (A1)l + (A%) 7 dall? + 20" N2 {di, d2) = (M) + (\2). (3.7)
Dann gibt es ein ¢ € [—7,7) mit A\! = cos p, \? = sinp, also z € ([, T)). [ |
Bemerkung 3.10

(1) Durch Satz 3.9 wird uns eine Moglichkeit gegeben, jeden Grofikreis zu parametrisieren.

(2) Der GroBkreis I'p zur Ebene E = span{d;,ds} mit linear unabhéngigen Vektoren
di,dy € S?, wird durch die Vektoren d;, dy in zwei Teile geteilt, die wir Grofkreisbdigen
nennen. Die Parametrisierung des kiirzeren der beiden Bogen bezeichnen wir als die
Abstandskurve von dy nach ds. Insbesondere realisiert die Lange dieses Groflkreisbogens
den Abstand d(dy, ds).

(3) Man beachte, dass im Falle linear unabhéngiger Vektoren di,dy, die Abstandskurve
eindeutig bestimmt ist. Andernfalls hétten beide Grofikreisbogen aus (2) die Lange 7
und die Punkte d;, dy wiirden sich diametral gegeniiber liegen (d. h., es gilt d; = —d>),

im Widerspruch zur linearen Unabhangigkeit.

(4) Liegen sich die Punkte di,dy auf der Kugel diametral gegentiber, so sind sie linear
abhéngig. In diesem Fall gibt es unendlich viele Ursprungsebenen, die beide Vektoren

enthalten und daher auch unendlich viele Abstandskurven von d; nach d,.

Definition 3.11 (Kugeldreieck) Es seien dy,ds,d3 € S? drei linear unabhiingige Vektoren
(d. h., di,ds,d3 liegen nicht alle auf demselben GroBkreis). Wir verbinden je zwei dieser
Punkte durch ihre Abstandskurve. Die durch diese Grofikreisbogen begrenzte Teilmenge
A = A(dy, dy, d3) der Kugeloberflache, nennen wir Kugeldreieck (auch: sphdrisches Dreieck).

Die Punkte dy, dy, d3 werden als Ecken des Dreiecks bezeichnet; die Seiten sind die kiirzesten
Grofikreisbogen zwischen den Punkten d;,d; mit 4, j € {1,2,3}. Diese sind stets eindeutig
bestimmt, vgl. Bemerkung 3.10 (3). Abbildung 3.1 veranschaulicht Definition 3.11.

Bemerkung 3.12

(1) Fiir drei linear unabhéngige Vektoren dy, ds, ds € S* bezeichnen wir mit A(dy, da, d3)

das von dy, dy, d3 erzeugte Kugeldreieck.

(2) Kugeldreiecke nach Definition 3.11 erstrecken sich nie iiber mehr als eine Halbkugel,

auch Hemisphdre genannt.
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Abbildung 3.1: Kugeldreieck A = A(dy,dg,d3) (rot) auf der Einheitskugel S* mit
Ecken dy, ds, d3 und zugehorigen GroBkreisen (schwarz)

(3) Ein Kugeldreieck nach Definition 3.11 entsteht durch Schnitt des von den Vektoren

dy, ds, d3 erzeugten, konvexen Kegels mit der Einheitssphéare, d. h.,
A(dl, dQ, d3) = cone {dl, d2, dg} N SQ
mit

3
cone {dl, d2, dg} = {Z )\ZdZ

i=1

Aizo,i:1,2,3}.

Diese Aussage ist in Abbildung 3.1 grafisch dargestellt; der von dy,ds, ds erzeugte

konvexe Kegel ist durch die gestrichelten Linien skizziert.

Bemerkung 3.12 (3) bietet einen algebraischen Zugang um einfach zu priifen, ob ein Punkt «
in einem Kugeldreieck A enthalten ist. Dies wird fiir unsere weiteren Betrachtungen wichtig
sein. Fir den Test kann auf Methoden der linearen Algebra zuriickgegriffen werden. Die

genaue Vorgehensweise geht aus den folgenden beiden Sétzen hervor.

Satz 3.13 Durch die linear unabhingigen Vektoren di,ds,ds € S? sei das Kugeldreieck A =
A(dy, do, ds) gegeben und x € S? sei ein beliebiger Punkt. Wir betrachten das inhomogene

lineare Gleichungssystem

)\1
(di dp ds )| X | =2 (3.8)
)\3
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_ = N\T
Dann ist x € A genau dann, wenn die Lésung N\ = ( AL A28 > des Gleichungssys-
tems (3.8) komponentenweise nichtnegativ ist, d. h., falls )€ Ri qilt.

-
Beweis: Wir wissen bereits, dass # € S? ist. Somit ist A\ = ( AL A28 ) € R? genau

dann Losung von (3.8), wenn

mit A’ > 0 fiir ¢ = 1, 2, 3. Dies ist dquivalent zu = € cone {dy, dy, d3}. Mit Bemerkung 3.12 (3)
folgt damit die Behauptung. [ |

Satz 3.14 Es seien dy,dy,ds € S? drei linear unabhingige Vektoren. Fiir je zwei Vektoren
diyd; mit (i,7) € {(1,2),(2,3),(3,1)} sei ein Normaleneinheitsvektor n;; € S* der Ebe-
ne span{d;,d;} derart gegeben, dass (d;,n;;) = (d;,ni;) = 0 und fir den dritten Vektor dy,
k # 14,7, die Ungleichung (dg,n;) > 0 gilt. Fir einen Punkt x € S* gilt dann

x € cone{dy, ds,ds} genau dann, wenn
(z,ni5) =2 0

fiir alle (i,7) € {(1,2),(2,3), (3,1)}.

Beweis: Die Vektoren dy, dy, ds sind linear unabhingig und bilden daher eine Basis des R3.
T
Folglich gibt es eine Darstellung x = Y>5_, Ad, mit \ = ( AL Az )3 ) € R3. Dann gilt

3 3
<$a n12> = <Z )\gde7n12> = Z A <dﬁa n12> =\ <d3, n12> .
=1 =1
Wegen (ds,n12) > 0 haben somit (x,n12) und A\* dasselbe Vorzeichen. Eine analoge Aussage

gilt fiir (z, ny3) und A respektive (z,n3;) und A%, Damit folgt die Behauptung. [ |

Mit Satz 3.14 konnen wir auf eine weitere Weise testen, ob ein gegebener Punkt in einem
Kugeldreieck enthalten ist. Diese ist aus numerischen Griinden gelegentlich geeigneter als die
Variante aus Satz 3.13, da man sich auf die Berechnung dreier Skalarprodukte zuriickziehen
kann, statt ein lineares Gleichungssystem zu 16sen. Allerdings ist es vorher notwendig, die
Normalenvektoren n;;, etwa durch Berechnung je eines Kreuzproduktes, sowie deren Vorzei-
chen zu bestimmen. Wir gehen in Kapitel 5 ndher auf diese numerischen Gesichtspunkte

ein.

3.2.2 Untere Schranke durch geometrische Konstruktion

Im Folgenden sei ein Kugeldreieck A = A(dy, ds, d3), sowie ein Punkt z € S? gegeben. Ziel ist

es nun, den minimalen Abstand d(x, A) = min,,ca d(m, z) zu bestimmen. Dieses Minimum
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wird entweder
(1) im Punkt z angenommen, falls = € A ist oder

(2) auf dem Rand des Kugeldreiecks angenommen, d. h. in einem der Eckpunkte oder auf

einem der Groflkreishogen.

Ist ndmlich m € A, so gibt einen Groflkreis, der m und z verbindet. Schranken wir diesen
auf denjenigen Bogen k ein, der innerhalb des Dreiecks A verlauft, so kann man mit gleichen
Mitteln wie in Lemma 3.3 zeigen, dass der minimale Abstand eines Punktes auf x zu x auf
einem der beiden Endpunkte, also auf dem Rand von A, angenommen wird, sofern z kein
Element des Dreiecks A ist. Andernfalls ist er Null.

Es ist demnach im Falle z ¢ A zur Bestimmung des minimalen Abstandes d(x, A) erforder-
lich, den Abstand eines Punktes zu einem Grofikreis berechnen zu kénnen. Dazu benotigen

wir zunachst noch eine Definition aus dem Bereich der euklidischen Geometrie.

Definition 3.15 (Halbraum) Es sei m € R* ein Vektor, k € N. Die Mengen
{me®R| (mm) >0}, {meRF| (mm)<0}

nennen wir die durch m erzeugten Halbrdaume.

Bemerkung 3.16 Es sei £ C R” eine Hyperebene und ng ein dazugehériger Normalenvek-
tor. Dann werden durch F via ng zwei Halbrdume erzeugt, deren Schnitt die Hyperebene E

ist.

Mithilfe des folgenden Satzes kann man nun den Abstand eines Punktes z € S* zu einem

gegebenen Grofikreis berechnen.

Satz 3.17 Es seien v € S?, E C R3 eine Ursprungsebene mit Normaleneinheitsvektor ng

und Ty, = ENS? der von ihr erzeugte Grofkreis. Dann gelten folgende Aussagen:

(1) Ein Punkt m € 'y minimiert genau dann den intrinsischen Abstand zu x, wenn er

den extrinsischen Abstand (fir p = 2) zu x minimiert, d. h. es gilt

argmin d(z, m) = argmin ||z — m||*. (3.9)
melg mel'p

(2) Der Menge der Minimalstellen aus (3.9) ist gegeben durch

g, alls © = +ng,
argerlzlin d(z,m) = EPEx J v (3.10)
mele {7rE ), sonst

Dabei sei Pg die Orthogonalprojektion auf die Ebene E.
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Abbildung 3.2: Intrinsischer Abstand d(z,I") = arcsina (rot) und extrinsischer Abstand
(blau —-) eines Datenpunktes z € S? vom von der Ebene E (griin schraf-
fiert) erzeugten Grofkreis I'g

(3) Fir den Minimalwert des Problems min,er, d(x,m) gilt

min d(x, m) = arcsin (|(z,ng)|) .
mel'g

Beweis: In Abbildung 3.2 sind die gegebenen Voraussetzungen dieses Beweises, sowie die

getroffenen Aussagen veranschaulicht.

(1) Da der Arkuskosinus streng monoton fallend ist, folgt:

argmin d(z, m) = argmin arccos ({x, m))
mel'g mel'g

= argmax (x, m)
mel'g

= argmin (z, x) — 2 (x, m) + (m, m)
melg

. 2
= argmin ||z — m||”,

melg

wobei das vorletzte Gleichheitszeichen gilt, da (x,z) = (m,m) = 1 ist. Dies zeigt
Gleichung (3.9).

(2) Ist £ = +ng ein Normaleneinheitsvektor zur Ebene E, so ist (z,m) =0 fir allem € E

und somit
d(xz,m) = arccos ({x,m)) = arccos (0) = g = arcsin(1) = arcsin ([{x,ng)|) (3.11)

fiir alle m € I'g. Folglich ist argmin,, . d(x,m) = I'g.
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Es sei nun x # +ng. Dann ist x kein Element des orthogonalen Komplements von F
und folglich Prpx # 03. Ferner gilt fiir alle m € 'y nach dem Satz des Pythago-
ras (vgl. Abbildung 3.2) die Gleichung

|z — m|]* = ||z — Pgz|]® + || Pez — m|*. (3.12)
Daraus folgt zusammen mit (3.9) die Aquivalenz

m € argmin d(x, m) <= m € argmin ||z — m||?
mel'g mel'p

<= m € argmin || Pgz — m|*
mel'g

_ PEQT
= m=—".
| Pex]|

Dies zeigt die Gleichung (3.10).

Ist * = +ng, so folgt Aussage (3) bereits aus (3.11). Es sei # # +ng (und damit
Pgx # 03). Ohne Einschrankung liegen x und ng im selben der beiden, von E erzeugten
Halbraume, d. h. es gelte (x,ng) > 0. Fur die Orthogonalprojektion von x auf F gilt
nach dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren | , Satz V.4.2]:

Ppx =2z — (x,ng) ng.

Folglich liegen x, ng und Pgz in einer Ebene. Die Punkte x, ng und H];%H liegen

demnach auf demselben Groflkreis und z liegt im Inneren des Grolkreisbogens von ng

nach leﬁ' Aufgrund von % € FE ergibt sich damit
T Prx Prx
—=d nE,> —d(nE,x)+d<x,>.
2 < | Pp| | Pp|
Mit [ , Formel (2.145)] folgt dann

Prx s s
d = — — d = — —
(m, ||PE5U||> 5 (x,ng) 5 — arccos ({(x,ng))

= arcsin ({(x,ng)) = arcsin (|(z,ng)|) .

Fiir den Fall, dass (x,ng) < 0 ist, betrachte man —ng statt ng und zeigt mit gleichen
Mitteln die Beziehung

Ppz = arcsin ((x, —n = arcsin ([{z, ng
d(m,”PEQ;O— ({2, —n)) (1. ne)]).
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Die, ein Kugeldreieck begrenzenden Grofikreisbogen, sind nur Teile von Grofikreisen. Der
Abstand eines Punktes x von einer Seite stimmt demnach nicht notwendigerweise mit dem
Abstand vom gesamten Grofikreis tiberein. Im Folgenden wollen wir untersuchen, unter wel-
chen Voraussetzungen dies dennoch der Fall ist und, wie man den Abstand bestimmen kann,
sofern diese Bedingungen nicht erfiillt sind. Dazu bendtigen wir zunéchst einige vorbereitende

Aussagen.

Lemma 3.18 Es seien di,dy € S* zwei Vektoren mit (dy,ds) = 0. Dann gibt es eine Rota-
tionsmatriz R € R33 mit der Eigenschaft, dass Rd; = e; fiir i = 1,2 gilt.

Beweis: Wir zeigen zunachst, dass die Matrix

R=(d d dxdy)
eine Rotationsmatrix ist. Dazu gehen wir schrittweise vor.
(1) Das Kreuzprodukt d; x dy der Vektoren dy, ds ist ein Einheitsvektor, da
[dy % da| = ||du||[|dz]| sinp = 1,

vgl. | , Formel (3.249b)]. Dabei sei ¢ = arccos((di,ds)) = 5 der von dy,d;
eingeschlossene Winkel.

(2) Die Matrix R ist orthogonal, da mithilfe von (1) die Gleichung

o d;rdl d;rdg d;r(dl X dg) 1 00
R'R = dy dy dy ds dj (dy x dy) =[010
(dl X d2)Td1 (dl X dQ)TdQ (dl X dQ)T(dl X dg) 0 01

folgt.
(3) Es gilt det R =1, da
det (dy dy dyxdy )= (dixdy,dy x dy) =||dy x da|” =1,

vel. | , Formel (3.259) i. V. m. Formel (3.266)].

Aus (2)-(3) folgt nun, dass R eine Rotationsmatrix ist. Deren Transponierte R = RT

iiberfithrt dann, aufgrund von
(Rdi Rdy R(dixdy) )=R(dy dy dixdy)=RR=1I

die Vektoren d;, dy in die kanonischen Einheitsvektoren e; bzw. es. [ |
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Lemma 3.18 besagt, dass wir zwei orthogonale Vektoren d;, dy € S? durch eine Drehung in die
beiden ersten kanonischen Einheitsvektoren tiberfithren konnen. Insbesondere folgt daraus,
dass alle GroBikreise der Kugel S? durch Rotation aus dem GroBkreis, der durch ey, e5 in der
ei-eo-Ebene erzeugt wird, hervorgehen. Dieses Resultat wird uns im folgenden Lemma von

Nutzen sein.

Lemma 3.19 Es seien v € S?, dy,dy € S? zwei Vektoren mit (dy,ds) = 0 und T'g der durch
E = span{dy, ds} erzeugte Grofskreis. Dieser sei durch die Kurve

v [-m ) =S wrs coswd + sinwds

parametrisiert. Ferner sei ng ein Normaleneinheitsvektor zu E. Ist x # +ng, so hat die
Abbildung w — d(x,v(w)) auf einem Intervall der Linge kleiner 2w je genau ein Minimum

und Maximum und ist zwischen diesen monoton; andernfalls ist sie konstant.

Beweis: Wir konnen ohne Einschriankung annehmen, dass d; = ey, do = ey gilt, da es
andernfalls nach Lemma 3.18 eine Rotation R gibt, die d; in e; tiberfithrt, « = 1,2, und
d(Rz, Ry(w)) = d(z,v(w)) gemifl Lemma 3.2 gilt.

Ist = +eg, so ist d(x,m) = 7 fiir alle m € I'y und folglich ist w — d(z,y(w)) konstant.

Es sei nun x # £es. Dann ist 21 # 0 oder 22 # 0, andernfalls wire aufgrund von x € S? einer
der Vektoren ( 0 0 =41 ), was wir ausgeschlossen haben. O. B. d. A. gelte ! # 0. Auf-
grund von Satz 3.17 ist minimieren/ maximieren von d(z,y(w)) dquivalent zum minimieren/

maximieren von ||z — v(w)]||?. Wir betrachten deshalb die Funktion
2 1 2 2 oo\ 3)2
fTR>R welz—yWw) :(x —cosw) —|—(x —smw) +(a:> :

und suchen Minima und Maxima dieser Abbildung. Dabei setzen wir vy auf R auf kanonische

Weise fort. Da f stetig differenzierbar ist, geniigt es dazu die Nullstellen der Ableitung

of
Oow

(w) = 2sinw (:El — cosw) — 2cosw (xZ — Sinw)

=2zl sinw — 222 cosw

zu betrachten. Diese verschwindet genau dann, wenn

2

w = arctan <1)1> + k7 mit k € Z.
T
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Ferner ist
82 2
an (arctan <x1> + lm) = (2:1:1 cosw + 2x2 sin w)
w T

2
w=arctan (%) +km

sgn(z') /(z1)? + (22)?,  falls k gerade,

—sgn(z') /(z1)? + (22)?, falls k ungerade.

Dabei bezeichne sgn(x!) das Vorzeichen von z'. Folglich gibt es auf einem Intervall der Linge
kleiner 27 je genau eine lokale Minimal- und Maximalstelle. Diese sind zugleich global, da auf-
grund der Periodizitat von f in allen Minimalstellen derselbe Funktionswert vorliegt, ebenso
wie in allen Maximalstellen. Da die Ableitung stetig ist und zwischen den beiden Extrem-

stellen nicht verschwindet, ist die Funktion f zwischen diesen beiden (streng) monoton. W

Bemerkung 3.20 Die Forderung (d;, ds) = 0 in Lemma 3.19 ist keine Einschrankung. Sind
dy,dy zwei linear unabhéngige Vektoren mit (d;,ds) # 0, so erhalten wir nach dem Gram-

Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren durch

= (dido)dy
|da — (d1, dz) d]|

le = d17 CZQ

zwei orthonormale Vektoren dj,ds € S? mit span{Jl, Jg} = span{dy, ds }. Folglich erzeugen
Jl, ds denselben Grofikreis wie dy,ds.

Folgerung 3.21 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.19. Weiterhin seien x # +ng,

W = argming,e(_, - d(x,y(w)) und [a, B] C [, ) ein abgeschlossenes Intervall. Dann ist

min ¢ d(z, y()), d(z, . fallsw ¢ [a, B,
min d(r.7(0) = (w2 (2B}, Jalls @ ¢ [e,
v d($7 7(6‘}))7 sonst.

Insbesondere gilt fir den Abstand von x zu dem, di und dy verbindenden Grof$kreisbogen k,

die Beziehung

min d(z,d1),d(z,dz) ¢,  falls y(w) & K,
mind(z,m) = { (z, ), )} falls 7(@) ¢

men d(z,v(w)), sonst.

Beweis: Die erste Aussage folgt mit Lemma 3.19 aus der stiickweisen Monotonie der Ab-
standsfunktion auf dem Grofikreis I' und kann mit gleichen Mitteln wie in Lemma 3.3 gezeigt
werden. Die zweite Aussage folgt daraus, dass man den Kreisbogen k iiber einem geeignet

gewéhlten Intervall [, 5] parametrisieren kann (vgl. Satz 3.9). Gilt [«, 5] € [—m,7), so
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betrachte man die Menge Rx mit

—cosa —sina 0

-

R = sinaw —cosa 0 (d1 do d1><d2)
0 0 1

Der entstehende Groflkreisbogen Rk befindet sich dann in der ej-e;-Ebene (siehe Lem-
ma 3.18) und besitzt eine entsprechende Parametrisierung (sieche Bemerkung 3.4). Nach
Lemma 3.2 gilt dariiber hinaus d(z,m) = d(Rxz, Rm) fir m € x und Rk ist durch ein

abgeschlossenes Teilintervall von [—m, ) parametrisiert. |

Besitzt man Kenntnis dariiber, ob der zu z néchstgelegene Punkt des Groflkreises I'p im
GroBkreisbogen k enthalten ist, so kann man mithilfe von Satz 3.17 und Folgerung 3.21
den Abstand d(z, k) bestimmen. Wir leiten im Folgenden ein Kriterium her, welches uns
ermoglicht diese Bedingung einfach zu iiberpriifen. Dazu bendtigen wir die nachstehende

Definition.

Definition 3.22 (Kugelzweieck) Es seien m, m € S? zwei diametral gegeniiberliegende Punk-
te (d. h., m = —m) und k1, ko zwei verschiedene, diese Punkte verbindende Grofikreishogen.
Durch k1 und ko wird dann eine Menge A begrenzt, welche wir Kugelzweieck (engl. spherical

lune) nennen.

In Abbildung 3.3 ist Definition 3.22 grafisch dargestellt. Die Grokreisbogen k1, ko werden

auch Seiten des Zweiecks genannt; die Punkte m, m heiflen dessen Ecken.

ni2

—ni2

Abbildung 3.3: Durch +nj, erzeugtes Kugelzweieck A (grau) mit verbindenden Grof-
kreisbogen k1, ko (rot) welche durch die Punkte dy bzw. dy verlaufen
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Bemerkung 3.23

(1) Es seien dy,ds € S* zwei linear unabhéngige Vektoren und n;, ein Normaleneinheits-
vektor der Ebene span{d;, d;}. Dann wird durch die Grokreishogen, die 115 und —nq9
verbinden und durch d; bzw. ds verlaufen, ein Kugelzweieck A definiert, welches sich
nur iiber eine Hemisphéare erstreckt. Dieses Kugelzweieck entsteht durch den Schnitt
des Schnitts zweier Halbraume H,, H, mit der Sphare S?, d. h.,

A:HlmHgﬂSQ.

Dabei ist H; derjenige Halbraum, der von span{d;,ni2} erzeugt wird und den jeweils
anderen Punkt d; enthélt, 7, j = 1,2, j # ¢. In Abbildung 3.4 haben wir dies veranschau-
licht. Die Halbraume H; sind aufgrund von dy ¢ Hy und dy ¢ H; eindeutig bestimmt.
Das so entstehende (eindeutig bestimmte) Kugelzweieck A = A(dy, ds) bezeichnen wir

als das von dy, dy erzeugte Kugelzweieck A(dy,ds).

(2) Das Kugelzweieck A(dy,dy) ist die Vereinigung der beiden Kugeldreiecke A(dy, da, n12)
und A(dy, dy, —n13), wobei nis ein Normaleneinheitsvektor zu span{d;,ds} sei. An-
schaulich ,verklebt“ man die beiden Dreiecke an der Seite von d; nach ds, siche Abbil-
dung 3.3. Folglich gilt

A(dy, da) = A(dy, da, 1) U A(dy, da, —ng2).

Dies ermoglicht es uns einfach priifen, ob ein Punkt z in einem gegebenen Kugelzweieck

enthalten ist.

Lemma 3.24 FEs seien dy,dy € S? linear unabhdngig und n.s sei ein Normaleneinheitsvektor

der Ebene span{dy, ds}. Dann ist x € A(dy,d2) genau dann, wenn das Gleichungssystem

)\1
( d1 d2 19 ) )\2 = (313)
)\3

_ AT
eine Losung \ = ( AL Az N3 ) € R, xR, x R besitzt.

Beweis: Nach Bemerkung 3.23 (2) ist z € A(d,dz) genau dann, wenn x in einem der
beiden Kugeldreiecke A(dy, dy, £n15) enthalten ist. Dies ist nach Satz 3.13 dquivalent dazu,
dass x eine Darstellung x = A\'d; + A2dy + A3nip mit AL, A2 > 0 und \? € R besitzt, was die
Behauptung zeigt. [ |

Um den Abstand eines Punktes z € S? zu einem Grofkreisbogen herzuleiten, bendtigen wir

abschliefend noch das folgende Hilfsresultat.
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Abbildung 3.4: Durch dj,ds erzeugtes Kugelzweieck A(dy,dy) (grau) als Schnitt der
Halbriaume H; (blau schraffiert —), H, (griin schraffiert -) und der Sphére S?
nach Bemerkung 3.23 (1)

Lemma 3.25 Es scien dy,dy € S? zwei linear unabhingige Vektoren und k der dy und ds
verbindende Grofkreisbogen. Ferner sei I'p der durch E = span{dy,ds} erzeugte Grofkreis
mit Normaleneinheitsvektor ng und v € S? sei ein Punkt mit x # dng. Dann ist der
Minimierer von m — d(xz,m) auf I'g eindeutig bestimmt. Er ist genau dann ein Element des

Grofkreisbogens k, wenn x im von dy,dy erzeugten Kugelzweieck A(dy, dy) liegt. Mit anderen

Worten, es gilt

argmind(z,m) € k <= = € A(dy,d2) \ {£ng}.

mel'g

Beweis: Die Eindeutigkeit des Minimierers m = argmin, . d(x,m) gilt nach Satz 3.17 (2).

Er ist gegeben als die normierte Orthogonalprojektion ngﬁ von x auf E. Fiir diese gilt

PEa:

€ k<= Pgx € cone{dy,dy} \ {03}
| Pel| v ’ (3.14)

— z € (H, N Hy) \ span{ng},
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wobei H; derjenige durch span{d;, ng} erzeugte Halbraum ist, der d; enthalt, i,j = 1,2, j # 1,
(vgl. Abbildung 3.4). Aufgrund von z € S? und Bemerkung 3.23 ist dann (3.14) dquivalent
zux € A(dy,d2) \ {£ng}. [

Mithilfe der Kugelzweiecke lasst sich nun eine Formel zur Berechnung des Abstandes eines

Punktes x zu einem Groflkreisbogen herleiten.

Satz 3.26 Es seien di,dy € S? zwei linear unabhingige Vektoren und I'y = E N S? der
von E = span{dy,dy} erzeugte Gropkreis. Fiir den Abstand eines Punktes v € S* zum, die
Punkte dy,ds verbindenden Grofikreisbogen k C 'y gilt dann:

win (. m) — arcsin (|{(x,ng)|), falls x € A(dy,ds), (3.15)
mer min {d(x, dy),d(z, dz)}, sonst.
Dabei sei ng ein Normaleneinheitsvektor zu E.
Beweis: Zum Beweis unterscheiden wir drei Félle.
(1) Ist 2 = £ng, so ist arcsin (|(x, ng)|) = arcsin(1) = § = d(z, m) fiir alle m € I'g.

(2) Ist © € A(dy,dy) \ {£ng}, so ist nach Lemma 3.25 argmin,, -, d(z,m) € £ und mit
Satz 3.17 folgt

mind(x,m) = min d(x,m) = arcsin (|(z,ng)|) .
mekx mel'g

(3) Ist ¢ A(dy,ds). Dann ist argmin, .,
gilt min,e, d(z,m) = min{d(x,d,),d(x,ds)}.

d(x,m) = ”I}zgi” ¢ r und nach Folgerung 3.21

Aus (1)-(3) folgt nun die Gleichung (3.15). |

Die Bedingung = € A(dy,dz) in (3.15) lasst sich einfach durch Losen des linearen Gleichungs-
systems (3.13) tberpriifen.

Es sei nun durch drei linear unabhingige Vektoren d;,ds,ds € S? ein Kugeldrei-
eck A = A(dy,dy, d3) gegeben. Wir suchen eine untere Schranke g fiir den Minimalwert
von d(z,-) auf A. Diesen kénnen wir mit den vorangegangen Resultaten sogar exakt berech-
nen. Ist z € A, so ist min,,ea d(z, m) = 0. Andernfalls wissen wir bereits, dass das Minimum
auf dem Rand des Dreiecks A angenommen wird, d. h., entweder in einer der Ecken d, ds, d3
oder auf einem der, die Ecken verbindenden Groflkreisbogen und wir kénnen den Minimal-
wert gemafl Satz 3.26 bestimmen. Im nachstehenden Algorithmus 3.27 ist noch einmal kurz
die Vorgehensweise zur Berechnung des Minimalwertes d(z, A) auf einem gegebenen Kugel-

dreieck A = A(dy, ds, d3) zusammengefasst.
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Algorithmus 3.27 (Berechnung des Abstandes d(z,A) eines Punktes z € S? von einem
sphéarischen Dreieck A)

Input : Kugeldreieck A = A(dy,dy, d3), Punkt x € S?
Output : Abstand d(z, A) (insb. untere Schranke ¢ fir d(x,-) auf A)

1 Fur jedes Paar (dy,ds), (ds,ds), (ds,d;) bestimme die zu den Seiten gehorigen

GroBkreise I'1o, I'o3, I's1 mit zugehoérigen Normaleneinheitsvektoren n;; = + szijjl\
mit entsprechendem Vorzeichen geméf Satz 3.14.

2 Berechne die Skalarprodukte (x,n;;) und priife, ob alle nichtnegativ sind
(vgl. Satz 3.14).

3 if (z,n;;) >0V (4,5) € {(1,2),(2,3),(3,1)} then

4 Setze g = 0 und beende das Verfahren.

5 else

6 for Jeden Grofskreis I';; mit (i,7) € {(1,2),(2,3),(3,1)} do

7 Lose das lineare Gleichungssystem ( d; d; mnyj ) A =z und priife die

Vorzeichen der Koeffizienten des Losungsvektors A , vgl. Lemma 3.24.
8 if A\' >0 A A2>0 then

9 ‘ Setze g;; = arcsin (| (z, ny;) |).

10 else

- | Setze gy = min {d(x,d,). d(z. d;)}.
12 end if

13 end for

14 g = min {g12, g23, 931} -

15 end if

Algorithmus : Bestimmung des Abstandes g = min,,ea d(z, m) auf einem Kugeldreieck A

Bemerkung 3.28

(1) Sind zy,29,...,2, € S* und ¢; = mingead(z;,m) gemiB Algorithmus 3.27
firi=1,2,...,n, so ist aufgrund von g; > 0 durch
1 &,
g=->9 (3.16)
iz

eine untere Schranke fiir £}, auf A gegeben. Auch hier ist zu beachten, dass diese fiir

n > 2 Punkte im Allgemeinen jedoch nicht scharf ist.

(2) Die so konstruierte untere Schranke ist nie schlechter als die, durch den Lipschitz-

Unterschétzer aus Abschnitt 2.3 gegebene. Dies zeigen wir spéter in Abschnitt 4.4.

Mithilfe der in diesem Kapitel getroffenen Vorbereitungen, kénnen wir nun Branch-and-
Bound-Verfahren zur Bestimmung von Fréchet-p-Mittelwerten auf k-Sphéren der Dimension

k = 1,2 formulieren. Dies ist Gegenstand des folgenden Kapitels.
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4 Branch-and-Bound-Verfahren auf
Sphiren

In diesem Kapitel stellen wir zunéchst ein Branch-and-Bound-Verfahren zur Ermittlung aller
globalen Minima einer gegebenen Zielfunktion vor. Anschliefend gehen wir ndher darauf ein,
wie die, in dieser Arbeit betrachteten, zugrunde liegenden metrischen Rdume im Branch-

Schritt unterteilt werden kénnen und schlagen einige Moglichkeiten vor.

Mit den in Kapitel 3 bereitgestellten Hilfsmitteln konstruieren wir schliefflich fiir den Einheits-
kreis und die Einheitskugel Branch-and-Bound-Algorithmen zur Ermittlung aller globalen

Minima der Fréchet-Funktion bei gegebenen Punkten x, zo, ..., x,.

Die folgenden Voraussetzungen 4.1 seien in diesem Kapitel stets erfiillt.

Voraussetzungen 4.1 Es sei (M, d) ein metrischer Raum mit endlichem Durchmesser. Fer-
ner seien die Punkte z1,zs,...,z, € M mit n € N gegeben und E, die zugehorige Fréchet-

Funktion mit p € R,.

4.1 Branch-and-Bound-Algorithmus zur Ermittlung

aller globalen Minima

Der hier vorgestellte Algorithmus ist im Pseudocode in seinen grundlegenden Ziigen der Ar-
beit | , Algorithmus 1] entnommen und die Notation an diese angelehnt. Allerdings

wurde er auf die hier gegebenen Voraussetzungen angepasst.

Die Version aus | | arbeitet mit einer zweifach stetig differenzierbaren Zielfunktion
f : X — R, deren Definitionsbereich eine Boz des RF ist, d. h. eine nichtleere Teilmenge
X C R* der Form

X = [glwy_:l] X [£27£2] X X [lei‘k]

mit z;,7; € Rund x; < z; fiir i = 1,2,..., k. Der Algorithmus wurde auf eine nicht differen-

zierbare Zielfunktion iiber einem metrischen Raum angepasst.
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Etwaige Funktionen, die sich vom Originalalgorithmus unterscheiden und auf den jeweiligen
Sachverhalt zuzuschneiden sind, sind in Kapitdlchen hervorgehoben. Insbesondere handelt

es sich dabei um die Funktionen:

(1) LB, die bei Eingabe einer Teilmenge von M, eine untere Schranke (engl. lower bound)

der Zielfunktion Fn darauf berechnet.

(2) MiD, die bei Eingabe einer Teilmenge von M, einen fiir diesen Bereich représentativen
Punkt auswéhlt. In unserem Fall ist dies meist der Mittelpunkt eines Kreisbogens oder

Kugeldreiecks.

(3) BRANCH, die bei Eingabe einer Teilmenge von M, diesen nach einer Vorschrift unter-
teilt.

Wir wollen die Arbeitsweise des angegebenen Algorithmus nur kurz darstellen. Fiir eine

ausfiihrliche Beschreibung verweisen wir auf | , Kapitel 3.

Algorithmus 4.2 (Branch-and-Bound) Der Branch-and-Bound-Algorithmus zur Bestim-
mung einer (g, §)-Uberdeckung der globalen Minima ist auf der nachfolgenden Seite auf-

gefithrt. Die grundlegende Funktionsweise ist die folgende:

Zunachst wird das Verfahren durch Erzeugen einer Liste £ der noch zu bearbeitenden Ele-
mente in Zeile 1 initialisiert. Jedes Element der Liste besteht dabei aus der Beschreibung
eines Teilbereichs A C M, dessen Durchmesser s, sowie einer oberen und unteren Schran-
ke v bzw. u der Zielfunktion auf diesem Bereich. Die obere Schranke bestimmt sich durch
Funktionsauswertung an einem ausgewahlten Punkt MID(A). Fiir die untere Schranke sei

(ex ante) ein Unterschitzer (bzw. ein untere Schranke) LB bekannt.

Die duBere Schleife (Zeile 3-31) enthélt

e cinen Branch-Teil (Zeile 5), in dem der aktuell ausgewéhlte Teilbereich geméf der
Vorschrift BRANCH unterteilt wird,

e cinen Bound-Teil (Zeile 6-15), in dem Elemente aus dem Branch-Schritt ggf. zur Lis-
te L hinzugefiigt werden und Elemente der Liste £ eliminiert werden, sofern sie das

Verwerfungskriterium aus Lemma 2.4 erfillen und

e cinen Auswahl-Teil (Zeile 16-30), der das néchste aktuelle Element der Liste auswéhlt
und entscheidet, ob dieses zur Liste A der Elemente der (&, §)-Uberdeckung der Fréchet-
Mittelwerte hinzugefiigt werden kann (Zeile 18-21) oder noch weiter bearbeitet werden
muss. Sollte dieses Element zur Liste A hinzugefiigt worden sein, so wird es aus der
Liste £ gestrichen und dasjenige Element mit der kleinsten oberen Schranke aus der
Liste £ als aktuelles Element gewahlt (Zeile 25-28).
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Input :Datenpunkte x, s, ..., x,, Genauigkeiten ¢ > 0, > 0, Startunterteilung
A1, Ay, ..., Ay, des metrischen Raumes (M, d) mit U, A; D M
Output : (¢, 5)—Uberdeckung der Menge der fiir das Optimierungsproblem (2.3)

minimalen Punkte

1 Initialisiere Liste £ = {X; = {Aq, s1,v1,u1}, ..., Xp = {Ay, Sk, Uk, u } } aller noch zu
betrachtenden Bereiche. Dabei sei s; = diam(4;) der Durchmesser des Bereichs A;,
v; = F,(MID(A;)) und u; = LB(A,).

2 Setze A =0, X* = {Ay, s1,01,u1 }, Xoet = X*, 0¥ = —00, Uget = 00, Vglob = Vact-

3 while £ # ) do

4 L+ L\{X*}
5 sB(X*) <+ BRANCH(X™)
6 for Jedes X = {A,5,0,u} € sB(X*) do
7 Berechne Funktionswert ¢ im Punkt Mip(X), GréBe 5 von X, sowie untere
Schranke 4 = LB(X).
8 if 4 < vy then
9 Fiige {A,5,v,u} am Ende der Liste £ hinzu.
10 if v <wuy then
11 Xaet < X, Vaer < U, Vgioh < Min{Vaer, Vgion
12 Losche alle Elemente {A, s, v, u} aus der Liste £ mit u > vg0p.
13 end if
14 end if
15 end for
16 if £ # () then
17 Wihle X* = {A*, s*,v*, u*} als erstes Element von £ mit u* = minga s, uyes u-
18 while £ # 0 A vge —u* < 5 do
19 if Xyt € LN 84t <0 then
20 ‘ Fige X, zur Liste A der Minima hinzu und l6sche X, aus L.
21 end if
22 if X, € £ then
23 ‘ X* + X,u, gehe zu Zeile 3.
24 end if
25 if £ # () then
26 Definiere X* <— {A*, s*,v*, u*} als erstes Element von £ mit
u* = MiNgA s pujer U
27 Berechne X, mit kleinstem Funktionswert in £ und aktualisiere obere
Schranke vg. < Fn(MID(XaCt)).
28 end if
29 end while
30 end if

31 end while

Algorithmus : Modifizierter Branch-and-Bound-Algorithmus zur Bestimmung einer (e, §)-

Uberdeckung der Minimierer der Fréchet-Funktion E,
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Ein Konvergenz- und Korrektheitsbeweis des Originalalgorithmus findet sich in | , Ab-
schnitt 3.3]. Wir gehen in Abschnitt 4.4 kurz darauf ein, wie dieser an die hier vorliegende
Version angepasst werden kann und verzichten auf einen ausfithrlichen Beweis. Zunéchst ist

es dazu jedoch wichtig, die konkreten Branch-Vorschriften zu kennen.

4.2 Branch-Vorschriften auf metrischen Raumen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit den Branch-Vorschriften der einzelnen, in dieser Ar-
beit betrachteten metrischen Rdume. Wir weisen an dieser Stelle explizit darauf hin, dass die
Unterteilung im Branch-Schritt hier auf die uns néchstliegende Art und Weise durchgefiihrt

wird und keinerlei Anspruch auf Optimalitat erhebt.

Beim Branching wird eine gegebene Teilmenge S der zuldssigen Punkte in eine endliche
Anzahl ¢ > 2 kleinerer Teilmengen S, S, ...,S, unterteilt mit der Bedingung, dass jeder
Punkt der Menge S in einer Teilmenge .S; enthalten ist, d. h.

S, =5.

l
i=1

Ublicherweise verlangt man dabei zusitzlich, dass das Innere der Teilmengen paarweise dis-
junkt ist, d. h. int .S; Nint .S; = @ fiir 7 # j. Handelt es sich beim zugrunde liegenden Raum
um eine Teilmenge des R*, so wird oft das sogenannte geometrical branching angewendet.
Ist die zuldssige Menge beschréankt, so kann diese in eine Obermenge mit besonders ,einfa-
cher geometrischer Form eingeschlossen werden. Jede bei einem Branch-Schritt entstehende
Teilmenge hat dann die gleiche Gestalt. Gebrauchliche geometrische Formen sind bspw. Hy-
perquader, Simplizes, Kegel oder Ellipsoide. Der Vorteil an dieser Vorgehensweise ist, dass
sich diese ,einfachen” geometrischen Strukturen einerseits leicht fiir den Computer beschrei-
ben lassen und andererseits effiziente Verfahren zur Bestimmung von unteren Schranken
auf solchen Gebieten existieren. Die einzelnen Vorteile der verschiedenen Formen werden
ausfithrlicher in | , Abschnitt 5.3] diskutiert.

Ist der zugrunde liegende Raum nun ein allgemeiner metrischer Raum (M, d), so ist zunéchst
nicht klar, was ein Hyperquader, Simplex o. . sein soll. Einen Ausweg hierfiir liefert, sofern
dies moglich ist, der Ubergang in eine geeignete Karte. In diesem Fall kann man die geometri-
schen Strukturen im parametrisierten Raum, einer Teilmenge des R mit & € N, betrachten
und iiber die Karte in den metrischen Raum zurtickholen. Natiirlich werden diese Formen
durch die Parametrisierung verzerrt. Bei geeigneter Wahl dieser kann man jedoch zuversicht-

lich sein, dass die geometrischen Formen im metrischen Raum nicht zu sehr entartet sind.
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Mit eine der einfachsten geometrischen Strukturen wird durch Dreiecke bzw. hoherdimen-
sional durch Simplizes beschrieben. Eine Unterteilung des Raumes in Simplizes wird Trian-
gulierung genannt. Es gibt zahlreiche Resultate, wie man auch fiir abstraktere Mannigfal-
tigkeiten eine solche konstruieren kann, siehe bspw. | , Theorem 2.3.A.1] und | ,
Kapitel IV. B]. Eine Branch-Vorschrift mithilfe von Triangulierungen kann auf diese Weise
leicht allgemein beschrieben werden und scheint dariiber hinaus eine sehr natiirliche Art
der Unterteilung des Raumes zu sein. Aus diesem Grund befassen wir uns im Rahmen die-
ser Arbeit mit Triangulierungen des metrischen Raumes bzw. der Parametrisierung derer
zur Umsetzung eines Branch-Schrittes. Dies konkretisieren wir in den folgenden beiden Ab-

schnitten.

4.2.1 Branch-Vorschrift fiir den Einheitskreis

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass der Einheitskreis S' mithilfe der Polarkoordinaten
parametrisiert wurde. Statt einer Unterteilung des Einheitskreises in Kreisbogen, kénnen wir
eine Unterteilung des Intervalls [—m, 7) in Teilintervalle (eindimensionale Simplizes) vorneh-
men. Diese induziert dann auf kanonische Weise auch eine Unterteilung der Kreislinie in

Kreishogen.

Ist ein Teilintervall [o, 5] C [—m,7) mit « < [ gegeben, so unterteilen wir dies durch
halbieren des Intervalls. Mit anderen Worten, fiir den Einheitskreis ist die Branch-Funktion

gegeben durch

Braci ([a, ) = {[a,o‘;ﬂ | [O‘gﬁ,g”.

Fiir Intervalle der Form [a, 7) mit o € [—7, 7) definieren wir die Branch-Regel entsprechend.

4.2.2 Branch-Vorschrift fiir die Einheitskugel

Die Einheitskugel S? sei durch kartesische Koordinaten parametrisiert, d. h., fiir x € S? gelte

i
T = ( zt 2?2 2? ) mit 2}, 22, 23 € R und (21)” + (22)* + (2%)° = 1.

Die Punkte

erzeugen im R? ein Oktaeder mit Seitenlinge v/2, welches in die Einheitskugel einbeschrie-
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ds
Abbildung 4.1: Starttriangulation der Einheitssphire S?, gegeben durch Oktaeder

ben ist (siehe Abbildung 4.1). Durch die Eckpunkte d;, ds, . . ., dg des Oktaeders werden acht
gleichseitige Kugeldreiecke definiert.

Ausgehend von dieser Starttriangulation, unterteilen wir die Kugeldreiecke stets an ihrer

langsten Seite. Ist A(dy, ds,ds) ein gegebenes Dreieck, so ergibt sich durch

5 = max {d(d;, d) \ (i,) € {(1,2),(2,3), (3, 1)} }
= max {arccos ((d;, d;)) | (i.4) € {(1,2), (2,3), (3, 1)}}

eine Seite langster Liange, an welcher wir das Dreieck A(dy, dy, d3) mittig unterteilen. Es sei

o. B. d. A. argmax s = (1,2). Dann unterteilen wir entlang der Seite (d;,ds) und erhalten

die folgende Branch-Vorschrift:
Ld,+d Ld,+d
?(l—i_ 2> 7d3 7A f(1+ 2) aandS .
3 (di + do) H§ (di + d2)’

Entsprechend erhalten wir die anderen Félle, indem die Punkte ds, d3, bzw. ds,d; jeweils

BRANCH (A(dy, ds, d3)) = {A (dl,

einmal durch den Mittelpunkt der langsten Seite ersetzt werden. Bei Nicht-Eindeutigkeit
wahlen wir die Seite mit dem kleinsten ersten Index. Durch sukzessive Anwendung dieser

Regel ergibt sich ein Bild, dhnlich der schematischen Darstellung in Abbildung 4.2.

Bemerkung 4.3 (Bisektionsregel) Eine Branch-Vorschrift, bei der ein Dreieck (allgemeiner
auch Simplizes oder Hyperquader) entlang der langsten Seite geteilt werden ist in der Litera-

tur auch unter dem Namen Bisektionsregel (engl. bisection rule) zu finden, siehe bspw. | :

S.135 ff.].
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\ /

(a) Dreieck nach einer Unterteilung ) Dreieck nach zwei Unterteilungen
(c) Dreieck nach drei Unterteilungen ) Dreieck nach vier Unterteilungen

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung einer Unterteilung eines Kugeldreiecks nach vier
Branch-Schritten in der Ebene, angewendet auf verschiedene Teildreiecke,
aktuell unterteiltes Dreieck jeweils rot gekennzeichnet

4.3 Branch-and-Bound-Verfahren mit unteren

Schranken aus geometrischer Konstruktion

Nachdem wir in den vorangegangen Abschnitten Branch-Vorschriften und untere Schranken
fir die Fréchet-Funktion auf den Einheitssphiaren der Dimension eins und zwei vorgestellt
haben, koénnen wir nun mithilfe von Algorithmus 4.2 Branch-and-Bound-Algorithmen auf

diesen Raumen formulieren.

4.3.1 Branch-and-Bound-Verfahren fiir den Einheitskreis

Wir konstruieren zunéchst mit der in Abschnitt 3.1 bereitgestellten unteren Schranke einen
Branch-and-Bound-Algorithmus fiir den Einheitskreis. Dazu seien die Punkte

T1,To,. .., T, € S! mit zugehorigen Polarwinkeln ¢y, o, ..., @, € [—7, ) gegeben.

Wir betrachten Algorithmus 4.2 mit
e BRANCH: der in Abschnitt 4.2.1 vorgestellten Branch-Vorschrift;

e LB: der unteren Schranke aus Kapitel 3, Gleichung (3.5);
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e der Anfangsunterteilung A; = [—7, 7);

e MiD: als Représentant eines Intervalls [, 8] C [—m, 7) mit o < § soll uns der Mittel-

punkt $(a + f3) dieses Intervalls dienen.

Damit erhalten wir ein Branch-and-Bound-Verfahren zur Ermittlung von Fréchet-Mittelwerten

der Fréchet-Funktion zu @1, 9, ..., ¢, auf dem Kreis.

Man beachte, dass die Ausgabe dieses Algorithmus eine (e, 5)—Uberdeckung der Polarwinkel
der Fréchet-Mittelwerte ist. Mithilfe von (2.7) erhalten wir die entsprechenden Punkte auf

der Kreislinie.

4.3.2 Branch-and-Bound-Verfahren fiir die Einheitskugel

Fiir die Einheitskugel kénnen wir mithilfe der unteren Schranke aus Abschnitt 3.2.2 und der
Branch-Vorschrift aus Abschnitt 4.2.2 ein Branch-and-Bound-Verfahren formulieren. Es seien
dazu n Datenpunkte z1,xs,...,z, € S* gegeben. Dann erhalten wir durch Algorithmus 4.2

mit

BRANCH: der in Abschnitt 4.2.2 vorgestellten Branch-Regel,

e LB: der unteren Schranke aus Kapitel 3, Gleichung (3.16),

der Anfangsunterteilung

A1 — A(dla d2ad3)7 AQ - A(dlvd?)a d4)7 A?) - A(dlvdlla d5)a A4 - A(dl)d57d2>a
A5 = A(an dﬁad?))a AG = A(d?ndﬁa d4)a A7 = A(d47d67d5)a AS = A(d57d67d2>

mit dl,dz, Ce ,dg, wie in (41),

MID: als Reprisentant eines Kugeldreiecks A(dy, da, dy) mit dy, do, d3 € S* withlen wir

den normierten Schwerpunkt

dy 4+ dy + ds
|di + dg + ds]|

des durch dy, ds, d3 erzeugten ebenen Dreiecks;

einen Branch-and-Bound-Algorithmus zur Approximation der Fréchet-Mittelwerte der zu

X1, T, ..., T, gehorigen Fréchet-Funktion.




4 Branch-and-Bound-Verfahren auf Sphéren 50

4.4 Konvergenz und Exaktheit

Wir gehen in diesem Abschnitt auf die mafigeblichen Punkte ein, die bei der Formulierung
eines Konvergenz- und Exaktheitsbeweises wie in | , Abschnitt 3.3] fiir die hier vorlie-
genden Versionen aus Abschnitt 4.3 zu beachten waren. Dabei betrachten wir nur den Fall,
dass der zugrunde liegende Raum die 2-Sphére S? ist. Fiir die Kreislinie erhalten wir durch

gleiches Vorgehen ein analoges Ergebnis, gehen aber an dieser Stelle nicht ndher darauf ein.

Zum Beweis der Konvergenz und Exaktheit sind im Wesentlichen zwei Eigenschaften des
Branch-and-Bound-Verfahrens zu zeigen, die in der Literatur als Vollstindigkeit (engl. ez-
haustiveness) der Branch-Vorschrift und Exaktheit im Grenzwert (engl. ezactness in the
limit) des Unterschétzers bezeichnet werden, siehe | . S. 294 ff., Definition 5.4, Definiti-
on 5.5, S. 332, Theorem 5.26].

Bei der ersten Eigenschaft fordert man, dass es zu jeder gegebenen Zahl § > 0 eine Anzahl js
an Iterationen gibt, nach der jedes Element, das sich noch in der Liste £ des Algorithmus
befindet, eine ,Grofle kleiner oder gleich § hat. Es liegt in unserem Fall nahe, die Grofle
solcher Mengen durch ihren Durchmesser zu beschreiben. Dann besagt die Vollstandigkeit
der Branch-Vorschrift, dass der Durchmesser der sich in der Liste £ befindlichen Eintriage
fiir wachsende Iterationszahl gegen Null konvergiert. Diese Eigenschaft gilt fiir allgemeine
Bisektionsregeln, die die zulissige Menge in Simplizes unterteilten, siehe | , Proposition
IV.2]. Das Resultat lasst sich auch auf eine Unterteilung in Kugeldreiecke iibertragen und

ist eine Folgerung aus nachstehendem Lemma.

Lemma 4.4 (Vollstandigkeit der Branch-Vorschrift) Es seien A, A C S* Kugeldreiecke,
wobei A aus A durch j Unterteilungen gemdfd Abschnitt /.2.2 hervorgehe, j € N. Dann gilt:

diam(A) < (;)LgJ diam(A). (4.2)

Beweis: Der Durchmesser diam(A) ist gegeben durch die Lénge der langsten Seite des
Kugeldreiecks A. Da sich diese Lénge spétestens nach drei Unterteilungsschritten halbiert,
folgt

diam(A) < = diam(A),

| =

sofern A durch mindestens drei Unterteilungen aus A hervorgeht. Dabei werden drei Schritte
dann und nur dann benétigt, wenn das Dreieck A gleichseitig ist. Durch iteratives Vorgehen

folgt somit die Behauptung. Dieses Resultat ersetzt | , Lemma 2.7]. |
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Die zweite Eigenschaft formalisiert die Forderung danach, dass die maximale Abweichung
des Unterschétzers von der Zielfunktion auf einem Bereich A mit fallender Grofie diam(A)
beliebig gering werde. Diese Eigenschaft gilt auch fiir die von uns vorgeschlagene untere

Schranke g.

Lemma 4.5 (Exaktheit im Grenzwert) Es seien m € S* ein Punkt der zweidimensionalen
Einheitssphire, F, die Fréchet-Funktion zu x1, %, ..., 1, € S* mit p € Ry und (A;)52, C S?
eine Folge von Kugeldreiecken, deren Folgenglieder A; alle den Punkt m enthalten und die die
FEigenschaft lim;_, diam(A;) = 0 besitzt. Weiter sei g9 die in Abschnitt 3.2.2 angegebene
untere Schranke von F, auf A, j € N. Dann gilt:

lim ¢V = F,(m).

Beweis: Fiir die zweidimensionale Einheitssphére S? gilt diam(S?) = 7. Es sei nun A ein
beliebiges Kugeldreieck. Fiir einen gegebenen Datenpunkt kénnen wir das Minimum g; der
Abstandsfunktion auf A explizit berechnen. Damit folgt aus dem Beweis von Satz 2.24 die
Ungleichung

D (. — min AP (. s (AP (. ) — P~ (7
dP(xi,m) > g = mind?(z,1m) > min (& (z;,m) — pr~"d(1m, m))

fir alle m € A. Durch Summation ergibt sich somit

N 12
Fo(m) > — Zgi
=1
> 1 zn: min (dp(x- m) — prP~td(m 771))
oMo meA K ’ (4.3)
— F(m) — prP~! 9T
n(1m) — pr?”" max d(im, m)
> E,(m) — pr?P~t diam(A).
Aus der Lipschitz-Stetigkeit von F), mit Konstante pr?~!, siehe Satz 2.24, folgt
E(m) — E,(m) < pa?~td(im, m). (4.4)
Es sei nun d; = diam(A;). Mit (4.3) und (4.4) folgt fir m,m € A; die Ungleichung
. . 12 . .
Fo(m) 4 pr?=18; > Ey(m) > =3 g% > B, (m) — pr?~16;. (4.5)
n =

Fiir j — oo ergibt sich mit §; — 0+ und 72, A; 2 {m} die Gleichheit in (4.5) und es folgt
die Exaktheit im Grenzwert fiir die untere Schranke aus Abschnitt 3.2.2. Dieses Ergebnis

ergibt eine zu | , Lemma 2.5] vergleichbare Aussage. |
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Bemerkung 4.6 Aus der Ungleichungskette (4.3) ergibt sich insbesondere, dass die in Ab-
schnitt 3.2.2 konstruierte untere Schranke fiir den Minimalwert der Fréchet-Funktion nie

schlechter ist als jene, mit dem Lipschitz-Unterschéatzer konstruierte, siehe Folgerung 2.25.

Mit den beiden oben aufgefithrten Resultaten kann man die Aussagen aus | , Lem-
ma 3.3. — Lemma 3.5, Theorem 3.6] mit kleinen Anpassungen, entsprechend fiir die hier
aufgefithrte Fassung tibernehmen. Dabei beachte man, dass die Abstandsbestimmung zweier
Vektoren z,y via ||z — y|| durch die Metrik d(x,y) substituiert werden muss. Wir erhalten

die folgende Aussage:

Theorem 4.7 (Konvergenz und Exaktheit) FEs seien x1,xq,...,2, € S? und Fn die zu-
gehorige Fréchet-Funktion beziglich der intrinsischen Metrik der Finheitssphdre. Dann gel-
ten fir Algorithmus 4.2 aus Abschnitt 4.5.2 die folgenden Aussagen:

(1) Der Algorithmus terminiert nach endlich vielen Iterationen.

(2) Die Ausgabemenge A des Algorithmus ist eine (g, 8)-Uberdeckung der Menge der Fréchet-
Mittelwerte zu Fn

Mit diesem Theorem folgt die Korrektheit des in Abschnitt 4.3 konstruierten Branch-and-
Bound-Verfahrens zur Ermittlung der Fréchet-p-Mittelwerte. Dessen Performance wollen wir

im folgenden Kapitel fiir verschiedene Testinstanzen ndher untersuchen.
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5 Testinstanzen und Anwendung

Dieses Kapitel widmet sich der Implementation der, in den vorangegangenen Kapiteln vor-
gestellten Algorithmen, sowie deren Anwendung auf verschiedene Datensétze. Ferner gehen
wir auf Fragestellungen im Bezug auf allgemeine numerische Aspekte der Implementation

ein und sprechen Probleme, die speziell bei den einzelnen Beispielen auftreten an.

Hierzu haben wir den Branch-and-Bound-Algorithmus aus Algorithmus 4.2, sowie die ver-
schiedenen unteren Schranken und Branch-Vorschriften in der Programmiersprache R | ]
implementiert. Der verwendete Quellcode findet sich in Anhang A. Um eine moglichst grofle
Aussagekraft der numerischen Experimente zu erreichen, verwenden wir zuféllige Datenpunk-
te, unter anderem solche, die die Eigenschaft besitzen auf der k-Sphére (oder einem Teilbe-
reich davon) moglichst gleichméBig (uniform) verteilt zu sein, & = 1,2. Den Begriff der

uniformen Verteilung prézisieren wir in Abschnitt 5.2.

Im gesamten Kapitel betrachten wir die Fréchet-Funktion stets zu p = 2.

5.1 Definition der Testinstanzen

Wir widmen uns zunachst der Definition der Testinstanzen und wollen deren Auswahl mo-
tivieren. Dazu gehen wir auf die unterschiedlichen, zugrunde liegenden Réume S bzw. S?

jeweils gesondert ein.

5.1.1 Testinstanzen auf dem Einheitskreis

Fir auf dem Einheitskreis verteilte Daten wollen wir den in Abschnitt 4.3.1 vorgestellen

Branch-and-Bound-Algorithmus auf folgende Testinstanzen anwenden:
(1) uniform auf einem (zuféllig ausgewahlten) Halbkreis verteilte Punkte,
(2) uniform auf dem Einheitskreis verteilte Punkte, sowie auf

(3) ein regelméfiges, in den Einheitskreis einbeschriebenes n-Eck, welches um einen zufélligen
Winkel gedreht wurde.
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Die Auswahl der Beispiele wollen wir im Folgenden kurz motivieren.

Fiir uniform auf dem Einheitskreis (bzw. einem Halbkreis) verteilte Daten sind die Fréchet-
Mittelwerte fast sicher eindeutig bestimmt, siehe [ , Bemerkung 2.6], wenngleich die
Zielfunktion mehrere lokale Minima besitzen kann. Sind die Daten nur auf einem (offenen)
Halbkreis verteilt, so hat die Fréchet-Funktion auf diesem sogar nur ein lokales Minimum,

vel. | , Theorem 2.1], und es ist daher ein schnelles Konvergenzverhalten zu erwarten.

Die Ermittlung eines globalen Minimums fiir auf dem ganzen Kreis uniform verteilte Daten
wird hingegen langer dauern, da lokale Minima moglicherweise erst sehr spét aus der Liste £
noch zu bearbeitender Elemente eliminiert werden. Allerdings ist die Annahme, dass die
Daten auf dem ganzen Kreis verteilt sind weitaus realistischer, als die, dass sie sich nur auf
einem Halbkreis befinden. Dafiir konnte man schliellich auch ein lokales Verfahren benutzen.
Durch mehrfaches, unabhéngiges Ziehen von Datenpunkten und Ausfithren des Algorithmus
erhilt man eine Aussage iiber die durchschnittliche Performance des Verfahrens zur Ermitt-

lung eines einzelnen globalen Minimums.

Bei einem regelméfligen n-Eck tritt der Fall nichteindeutiger Fréchet-Mittelwerte auf. Diese
lassen sich explizit berechnen. Ist n ungerade, so sind die Fréchet-Mittelwerte des n-Ecks die
Ecken selbst. Ist n gerade und sind 1, 2o, . . ., z,, € S! die Ecken des n-Ecks mit Polarwinkeln
©1, 92, - - -, Pn, s0 sind die Punkte 71, Zy, . . ., Z,, mit den Polarwinkeln o1 +7, oo+ 7, ..., 0p+7
die Minimierer der zu zq, xs, ..., x, gehorigen Fréchet-Funktion. Die Addition ist dabei als
Addition von Winkeln in [—7,7) zu verstehen. Auf diese Weise ergibt sich eine einfache
Méglichkeit zur Uberpriifung der Ergebnisse. Allerdings wird die Ermittlung der Minimierer

aufgrund deren Nichteindeutigkeit erwartungsgeméafl ein Vielfaches langer dauern.

Wir werden zudem alle Testinstanzen fiir eine unterschiedliche Anzahl an Eingangsdaten
ausfithren, da die Laufzeit des Algorithmus mafigeblich von der Gréfle n der Eingangsdaten-

menge abhéngt.

Bemerkung 5.1 Wir mochten an dieser Stelle darauf hinweisen, dass zur Ermittlung von
Fréchet-Mittelwerten auf dem Einheitskreis eine Moglichkeit zur (allgemeinen) expliziten
Berechnung existiert, siehe | ]. Diese nutzen wir zusétzlich, um Anzahl und Lage der

Fréchet-Mittelwerte auch fiir die Beispiele der uniform verteilten Daten zu ermitteln.

5.1.2 Testinstanzen auf der Kugeloberfliache

Leider ist fiir den Fall, dass der zugrunde liegende Raum die Oberfldche der Einheitskugel
ist, bisher keine solche explizite Methode zur Bestimmung der Fréchet-Mittelwerte bekannt.

Deswegen greifen wir zu deren Approximation auf die in Abschnitt 4.3.2 vorgestellte Branch-
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and-Bound-Methode zuriick. Um deren Eigenschaften zu demonstrieren, betrachten wir die

folgenden mathematischen Testbeispiele:
(1) uniform auf einer Hemisphéare der Kugel verteilte Punkte,
(2) uniform auf der Einheitskugel verteilte Punkte,

(3) ein in die Sphére einbeschriebenes Tetraeder, welches um eine zuféllige Ursprungsgera-

de um einen zufalligen Winkel rotiert wurde, sowie
(4) zwei diametral gegeniiberliegende Punkte.

Die Instanzen mit uniform verteilten Eingangsdatenpunkten werden wir dabei (aus bereits
0. g. Griinden) fiir unterschiedliche Anzahlen ausfithren. Die Auswahl der Beispiele wol-
len wir nachfolgend kurz motivieren. Fiir die ersten drei Probleminstanzen gelten analoge
Begriindungen, wie fiir den Einheitskreis. Fiir uniform verteilte Daten ist erneut mit Wahr-
scheinlichkeit eins ein eindeutiger Fréchet-Mittelwert zu erwarten. Dabei wird die Konver-
genzgeschwindigkeit des Algorithmus im Fall der auf ausschlieBlich einer Hemisphére ver-
teilten Daten erheblich grofier sein, da hier nur ein lokales Minimum existiert, vgl. | ,
Theorem 2.1].

Fiir das in die Sphére einbeschriebene Tetraeder lassen sich die Fréchet-Mittelwerte explizit
berechnen, wodurch sich eine einfache Moglichkeit ergibt, unsere Ergebnisse zu iiberpriifen.
Der Fréchet-Mittelwert ist hier jedoch nicht eindeutig — es gibt vier Fréchet-Mittelwerte, die
vier Ecken des Tetraeders, welche diskret auf der Kugel verteilt sind. Es ist, wie schon im
Falle der nicht-eindeutigen Fréchet-Mittelwerte auf dem Kreis, eine lange Laufzeit des Algo-

rithmus zu erwarten.

Fiir zwei diametral gegeniiberliegende Punkte tritt auf der Kugel der Fall auf, dass es
iiberabzahlbar unendlich viele Fréchet-Mittelwerte gibt; im Falle von Nord- und Siidpol
etwa der ganze Aquator. Dieser Fall kann auf dem Einheitskreis nicht eintreten. Dort gibt es
hochstens so viele Fréchet-Mittelwerte, wie gegebene Datenpunkte, siehe | , Korollar 3.5].
Erwartungsgemafl wird der Algorithmus sehr lange bendtigen um eine Approximation eines

ganzen Groflkreises auszugeben. Diese Vermutung wollen wir iiberpriifen.

5.2 Erzeugung der Eingangsdaten

Die Eingangsdaten der Testinstanzen sollen, wie oben bereits erlautert, einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung entstammen, um Aussagen tiber den Algorithmus unabhéngig von der Lage
der Punkte treffen zu kénnen. Die genaue Vorgehensweise zur Erzeugung dieser Daten stellen

wir in diesem Abschnitt dar.
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Wir betrachten zundchst die Testinstanzen auf dem Einheitskreis.

(1) Auf dem Einheitskreis uniform verteilte Daten erhélt man durch die Erzeugung gleich-
verteilter Winkel ¢ € [—m,7) und Betrachtung der Punkte (cos @ sin gp)T, siehe
[ , Abschnitt 3.5.3]. Diese Winkel werden mithilfe der in R implementierten Funk-
tion runif erzeugt. Fiir Teilbereiche (hier: Kreisbogen) generiert man die Datenpunkte

analog mittels gleichverteilter Polarwinkel iiber einem geeigneten Intervall.

(2) Um uniform auf einem (zufélligen) Halbkreis verteilte Punkte zu erhalten, erzeugen
wir zundchst gleichverteilte Winkel ¢ € [—m,0) und drehen die zugehorigen Punkte

anschliefend um einen zufélligen Winkel ¢ € [—m, ), d. h., wir betrachten

cos®y siny cosp \ [ cos(p—)
—sinty cost sin sin(p — 1)
mit p, 1 gleichverteilt auf [—m, 0) bzw. [—m, 7). Die Rotation um einen zufélligen Win-

kel 1 erreicht man folglich durch Subtraktion einer Realisierung 1 einer auf [—m, )

gleichverteilten Zufallsvariable von den urspriinglich erzeugten Polarwinkeln.

(3) Zur Erzeugung der Daten fir die dritte Testinstanz betrachten wir zunéchst das

n-Eck mit den Ecken xy,xs,..., 2, und zugehorigen Polarwinkeln ¢; = —7 + W,
i =1,2,...,n. Durch eine Rotation analog zu (2) erhalten wir dann ein regelméafiges

n-Eck auf dem Kreis, welches um einen zufélligen Winkel gedreht wurde.

Eine mathematisch exakte Definition der uniformen Verteilung auf einer k-Sphére hoherer Di-
mension, k > 2, ist hingegen zunéchst nicht unmittelbar klar, ebenso wie die Erzeugung von
zufélligen Punkten aus einer solchen Verteilung. Daher wollen wir mit der nachstehenden De-

finition den Begriff der Gleichverteilung auf der k-dimensionalen Einheitssphére prézisieren.

Definition 5.2 (uniforme Verteilung, | , Abschnitt 9.3.1]) Es sei X ein (k + 1)-dimen-
sionaler Zufallsvektor tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit Werten auf der
k-Sphare S*, k € N. Dann heit X wuniform verteilt auf der k-dimensionalen Einheits-
sphire, falls die Wahrscheinlichkeit einer messbaren Teilmenge von S¥ proportional zu ihrem

k-dimensionalen Flacheninhalt ist, d. h. falls

Py(A) = (5.1)

fiir alle messbaren Mengen A C SF gilt und v das Oberflichenmafl einer Hyperfliche des
R¥L (vgl. [ , Abschnitt XII.1]) ist. Entsprechend definieren wir uniforme Verteilungen
auf Teilmengen S C S* der k-Sphire mit positivem Oberflichenmaf.
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Bemerkung 5.3 Die uniforme Verteilung wird auch als Gleichverteilung bezeichnet. Sie ist
die einzige Verteilung auf der k-Sphire S*, k € N, welche invariant unter den orthogonalen
Transformationen des R¥*1 ist, siehe | , Abschnitt 9.3.1]. Dies wollen wir im Folgenden

als Charakterisierung nutzen.

Lemma 5.4 Es sei X ~ N (041, I141) ein (k+ 1)-dimensionaler, standardnormalverteilter
Zufallsvektor, k € N. Dabei bezeichne I, die Einheitsmatriz der Ordnung k + 1. Dann st

die Zufallsvariable Y = ﬁ uniform verteilt auf der k-Sphdre S¥.

Beweis: Da X stetig verteilt ist, ist X # 041 fast sicher und die Zufallsvariable Y ist somit
fast sicher definiert. Es sei nun Q € R*E+D*(E+1) eine orthogonale Matrix. Dann ist QX ~
N(QOks1, QT I111Q) = N (Opy1, Iry1), siehe | , Folgerung 6.12], d. h., X ist invariant
unter orthogonalen Transformationen. Da Y aus X durch eine messbare Transformation
hervorgeht, gilt dies auch fiir Y. Aufgrund von [|Y]| = 1 fast sicher folgt dann, dass Y

uniform verteilt auf S* ist, siche Bemerkung 5.3. |

Mithilfe von Lemma 5.4 konnen wir nun die Vorgehensweise zur Erzeugung der Beispielda-

tenpunkte auf der Kugeloberfliche zu formulieren.

(1) Zur Erzeugung von uniform auf der zweidimensionalen Einheitssphére verteilten Daten
geniigt es nach Lemma 5.4, einen dreidimensionalen, standardnormalverteilten Zufalls-
vektor zu generieren (dies ist mithilfe der Funktion rnorm(3) in R moglich) und diesen

anschliefend auf Lénge eins zu normieren.

(2) Um Daten zu erzeugen, welche auf einer zufilligen Halbsphére uniform verteilt sind,
erzeugen wir zunachst auf der ganzen Sphére gleichverteilte Punkte x1, xo, . . ., x,, sowie

einen zusétzlichen zufilligen Punkt ng der 2-Sphéare. Durch ng wird mittels
H = {mE]R:i‘ (m,ng) > O}ﬂS2

eine (a priori zufillige) Halbsphére aufgespannt. Gilt nun fir das Skalarprodukt eines
Punktes x; mit ng die Ungleichung (z;,ng) < 0, so multiplizieren wir ihn mit —1,
sodass er in H liegt, i € {1,2,...,n}. Diese Transformation ist eine Spiegelung an
der, durch ng erzeugten Ebene E. Der erzeugte Punkt ist dann nach Transformation,
bedingt darauf, dass wir ihn transformieren miissen, so verteilt, als wére er bereits
ohne Spiegelung Element der Halbsphire H gewesen. Auf diese Weise erhalten wir auf

einer zufilligen Halbsphére gleichverteilte Daten.

(3) Durch die Punkte

~1 (5.2)

Sl




5 TTestinstanzen und Anwendung 58

wird ein, in die Sphére S? einbeschriebenes Tetraeder definiert. Wir erzeugen nun einen
zufilligen, auf S* uniform verteilten Vektor a, sowie einen zufilligen, auf [—7, 7) gleich-
verteilten Winkel «. Durch a und « wird eine Rotation R um die Ursprungsgerade
span{a} mit Winkel « definiert; fiir die explizite Form der Rotationsmatrix R verwei-
sen wir auf | , Abschnitt § 3.8]. Die Punkte aus (5.2) bilden auch nach Rotation
einen Tetraeder. Wir erhalten somit Daten aus der aus Abschnitt 5.1.2 (3) gewiinschten

Verteilung.

(4) Zur Erzeugung von Daten des letzten Beispiels aus Abschnitt 5.1.2 gentigt es, eine
Realisierung x einer auf der 2-Sphére gleichverteilten Zufallsvariable zu betrachten.

Die Punkte z; = x, xo = —x liegen sich dann diametral gegeniiber.

5.3 Implementierungsdetails und numerische Aspekte

Wir gehen in diesem Abschnitt auf einige Gesichtspunkte ein, die bei der Implementation
der Branch-and-Bound-Algorithmen zu beachten sind und sprechen dariiber hinaus Aspekte

hinsichtlich numerischer Effizienz an.

Die Implementation des Branch-and-Bound-Verfahrens fiir den Einheitskreis gestaltet sich
als einfach. Die Absténde zwischen zwei Punkten berechnen wir als Abstande der zugehorigen
Polarwinkel vermége (2.8). Wir miussen folglich nur den Abstand zweier reeller Zahlen be-
stimmen. Da sich die untere Schranke fiir den Minimalwert der Fréchet-Funktion durch
Summation von solchen Abstédnden ergibt, gibt es hierbei keine weiteren Besonderheiten bei

der Implementation zu beachten.

Die Implementation des Branch-and-Bound-Verfahrens auf der Kugeloberfliche erweist sich
dagegen als weitaus aufwendiger. Wir wollen nachstehend einige Punkte aufzeigen, die zu

beachten sind.

Skalarprodukt

Die Bestimmung des Abstands zweier Vektoren der zweidimensionale Einheitssphére erfolgt
durch Berechnung des Arkuskosinus des Skalarproduktes dieser beiden, vgl. (2.9). Dabei
ist zu beachten, dass durch numerische Ungenauigkeiten dieses Skalarprodukt betragsméflig
geringfiigig groffer als eins werden kann, sofern die Vektoren nur einen sehr kleinen Winkel
oder einen Winkel von anndhernd 7 einschlieffen. In diesem Fall wéare der Arkuskosinus nicht
definiert. Um Fehler durch diese Ungenauigkeiten abzufangen, wurde eine Sicherheitsabfrage
implementiert. Diese gibt gemafl dem Falle, dass das Skalarprodukt betragsméfig grofler
als eins ist, in Abhéngigkeit vom Vorzeichen des Skalarproduktes den Winkel 0 bzw. 7
zuriick. Eine entsprechende Anpassung wurde fiir die Bestimmung des Arkussinus, welcher

zur Berechnung der unteren Schranke ggf. berechnet werden muss, implementiert.
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QR-Zerlegung

Zur Bestimmung der unteren Schranke der Fréchet-Funktion auf einem gegebenen Kugel-
dreieck A = A(dy,dy,d3), miissen pro Datenpunkt xy, ¢ = 1,2,...,n bis zu vier Tests
durchgefithrt werden, ob der Datenpunkt in einem entsprechenden Dreieck enthalten ist.

Dies sind im Einzelnen der Test
(1) Ist zp € A(dy,ds,d3)?

und falls dies verneint wird, zuséitzlich noch die Tests
(2) Ist zp € A(d;,d;) mit (4,7) € {(1,2),(2,3),(3,1)}?

Da die Normaleneinheitsvektoren n;; fiir (2) im Falle z, ¢ A(dy, d2, ds) ohnehin berechnet
werden miissen und dies zumeist fiir mindestens ein z, eintreten wird, konnen wir n;; auch
zu Beginn ermitteln und zur Uberpriifung von (1) Satz 3.14 benutzen. Wir miissen dann nur
drei Skalarprodukte berechnen, was sich numerisch effizienter gestaltet als das Losen eines

Gleichungssystems.

Um zu testen, ob z, € A(d;, d;) gilt, konnen wir gemé Lemma 3.24 das inhomogene lineare

Gleichungssystem

l6sen und die Vorzeichen des Losungsvektors tiberpriifen. Bestimmen wir die QR-Zerlegung
der Matrix ( d; dj mnyj ) = @R, so ldsst sich durch Rickwiértseinsetzen des Systems
Rr = Q'x, dieses Problem effizient 16sen, vgl. | , Abschnitt 3.3]. Dabei ist @) eine
orthogonale Matrix und R eine obere Dreiecksmatrix. De facto berechnet man bei der Multi-
plikation Q' z, nur drei Skalarprodukte; der Mehraufwand besteht also in der Bestimmung
der QR-Zerlegung.

Offenbar ist die linke Seite des Gleichungssystems (5.3) fiir alle z, £ = 1,2,...,n, identisch.
Es geniigt daher, die QR-Zerlegung der Matrix ( d; dj ng ) einmal zu berechnen. Wir
konnen diese dann fiir alle x4, £ = 1,2,...,n, verwenden. Zur Bestimmung der Matrizen @)
und R wurden die in R implementierten Funktionen qr.Q bzw. qr.R, zum Durchfiithren der

Riickwartssubstitution die Funktion backsolve verwendet.

Sicherheitspuffer

Die im Algorithmus verwendeten Vergleiche, wie etwa u < vg0p, kénnen numerisch nur bis
auf eine gewisse Genauigkeit gepriift werden. Um zu verhindern, dass durch numerische Un-
genauigkeiten in Zeile 8 bzw. Zeile 12 Teilbereiche von Algorithmus 4.2 eliminiert werden,
welche potenziell noch (g, d)-minimale Punkte enthalten kénnten, wurde bei den Vergleichs-

abfragen ein Sicherheitspuffer n eingebaut, dessen Wert ein zusétzlicher Eingangsparameter
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des Verfahrens ist (vgl. Anhang A). Er ist vom Benutzer an die Gegebenheiten der Instanz
individuell anzupassen. Die so vom Algorithmus ausgegebene Menge A ist folglich eine Ober-

menge einer (e, §)-Uberdeckung.

5.4 Numerische Umsetzung der Testinstanzen

In diesem Abschnitt gehen wir auf die numerische Umsetzung der in Abschnitt 5.1 vorge-
stellten Testinstanzen ein und werten die Ergebnisse aus. Wir gehen auf die verschiedenen
zugrunde liegenden Réume S!' und S? jeweils separat ein. Als Vergleichskriterien fiir die
Performance des Algorithmus auf den verschiedenen Testbeispielen dienen die Laufzeit in
Sekunden, die Anzahl der benétigten Iterationen, sowie das Oberflichenmafl v(A) der aus-

gegebenen Approximation A.

Alle Berechnungen wurden mit einer Rechengenauigkeit von 1076 durchgefiihrt. Den Si-
cherheitspuffer n haben wir auf n = 10~% festgelegt, was angesichts der relativ geringen
Genauigkeiten von € = 1073 bzw. ¢ = 107! und § = 107! in den entsprechenden Instanzen,
unserer Ansicht nach ausreichend ist. Fiir die Berechnungen wurde ein Computer mit Be-
triebssystem Windows 7, Intel Core " i5-5200U 2,2 GHz Prozessor und 4 GB Arbeitspeicher

verwendet.

5.4.1 Numerik fiir Instanzen auf dem Einheitskreis

Wir betrachten die in Abschnitt 5.1.1 definierten Testinstanzen auf der Kreislinie. Fiir das
Beispiel des regelméfigen n-Ecks betrachten wir n = 4 und n = 10 Punkte, fiir die Testinstan-
zen der gleichverteilten Daten wurden n = 10 und n = 100 Datenpunkte, jeweils unabhangig
aus einer Gleichverteilung auf einem entsprechenden Teilintervall von [—m,7) gemafi Ab-
schnitt 5.2 gezogen. Die Berechnung der Fréchet-Mittelwerte mithilfe des Algorithmus aus
Abschnitt 4.3.1 wurde jeweils r = 1.000 mal wiederholt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.1
aufgelistet; die berechneten Approximationen jeweils einer Testinstanz sind in Abbildung 5.1
grafisch dargestellt. Die dort eingezeichneten Richtungen der Fréchet-Mittelwerte wurden mit
dem Algorithmus aus | | berechnet. Die theoretische Anzahl ¢ an Fréchet-Mittelwerten
(vgl. Abschnitt 5.1.1) wurde in der dritten Spalte in Tabelle 5.1 notiert. Alle weiteren, dort
aufgefithrten Angaben sind Durchschnittswerte. Zusétzlich dazu wurde die empirische Stan-
dardabweichung der beobachteten Werte angegeben. Fiir ¢, wurden die Werte ¢ = 1073,
sowie § = 107! festgelegt.

Mit dem Lipschitz-Unterschéatzer aus Beispiel 2.26 als untere Schranke, wurde der Branch-
and-Bound-Algorithmus aus Abschnitt 4.3.1 ceteris paribus fiir das Beispiel der uniform auf

dem Halbkreis verteilten Daten getestet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.1b aufgefiihrt.
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(a) uniforme Verteilung auf einem Halbkreis (b) uniforme Verteilung auf einem Halbkreis
(mit Lipschitz-Unterschétzer)

N

n
2

I
N

(¢) uniforme Verteilung auf dem Kreis (d) Verteilung auf n-Eck

Abbildung 5.1: Vom Branch-and-Bound-Algorithmus berechnete Approximationen der
Fréchet-Mittelwerte (rot) zu je n = 10 gegebenen Datenpunkten (o) mit
Genauigkeiten (g,d) = (1073,107"). Die Stellen, an denen der Kreis unter-
teilt wurde, sind durch Kreuze (x) markiert. Die Richtungen der Fréchet-
Mittelwerte sind durch gestrichpunktete Linien (—-) skizziert.




5 TTestinstanzen und Anwendung 62

Verteilung | n | ¢ | Laufzeit (in s + s.d.) | Iterationen (£ s.d.) | ¥(A) (£ s.d.)
uniform 10 1 0,24 £0,08 193 £ 42 2,1°£0,18°
Halbkreis | 100 | 1 0,82 £ 0,04 217+ 7 2,0° £ 0,06°
uniform 10 1 0,56 £ 0,23 331 £85 2,2°£0,25°
Kreis 100 | 1 2,35+ 0,49 530 £ 96 1,9° £0,19°
n-Eck 41 4 14,03 £1,91 1.723 £ 4 7,9° £0,01°

10 | 10 79,25 £ 2,94 4.222+ 2 19,9° £ 0,01°

(a) Branch-and-Bound mit unterer Schranke aus geometrischer Konstruktion

Verteilung ‘ n ‘ q ‘ Laufzeit (in s + s.d.) ‘ Iterationen (&£ s.d.) ‘ v(A) (£ s.d.)
10 1 13,92 £ 2,71 1.743 & 2 2,0°+£0,01°
100 | 1 13,64 £ 0,50 1.746 £ 42 2,0°£0,01°

uniform
Halbkreis

(b) Branch-and-Bound mit Lipschitz-Unterschétzer

Tabelle 5.1: Durchschnittliche Performance des Branch-and-Bound-Algorithmus auf dem
Kreis zur Ermittlung einer (e, d)-Uberdeckung A der Menge der Minima (mit
zugehoriger Standardabweichung), e = 1073, 6 = 10!

Die Auflistung zeigt, dass bereits fiir das Beispiel der uniform auf einem Halbkreis verteil-
ten Daten, das Branch-and-Bound-Verfahren unter Benutzung der unteren Schranke mit
Lipschitz-Unterschétzer einen, im Vergleich zur unteren Schranke nach der geometrischen
Konstruktion, unverhéltnisméBig hohen Rechenaufwand zur Bestimmung des (eindeutigen)
Fréchet-Mittelwertes benotigt. Die Anzahl der Eingangsdaten und damit die Dauer der Funk-

tionsauswertung der Fréchet-Funktion féllt dabei offenbar kaum ins Gewicht.

Der hohe Rechenaufwand bei der Variante mit Lipschitz-Unterschéatzer ist auf die schlechte
Genauigkeit des Unterschatzers zuriickzufithren. Durch eine Vielzahl an Unterteilungsschrit-
ten erhoht sich die Laufzeit. Dies wird beim Vergleich der Abbildungen 5.1a und 5.1b be-
sonders deutlich. Es ist davon auszugehen, dass bei allen anderen Testinstanzen eine dhnlich
schlechte Performance zu erwarten ist. Fiir sie haben wir daher keine weiteren numerischen
Tests durchgefiihrt. Ferner verzichten wir darauf, Beispiele fiir die Kugeloberfliche mithilfe
des Lipschitz-Unterschétzers zu untersuchen und fokussieren uns stattdessen auf die untere

Schranke nach der geometrischen Konstruktion aus Kapitel 3.

Wir betrachten nun die Daten aus Tabelle 5.1a und dabei zunachst die Werte zu n = 10. Fiir
das Beispiel der uniform auf einem Halbkreis verteilten Daten gibt der Algorithmus nach
erwartungsgeméaf kurzer Zeit und wenigen Iterationen eine (g, 6)—Uberdeckung des Fréchet-
Mittelwertes aus. Fiir die uniform auf dem ganzen Kreis verteilten Daten féllt das Ergebnis

nicht wesentlich schlechter aus. Nichtsdestotrotz benétigt das Verfahren etwa doppelt so lan-
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ge. Dies ist auf eine Vielzahl lokaler Minimalstellen zuriickzufiihren, welche moglicherweise

sehr lange in der Liste £ noch zu untersuchender Elemente verbleiben.

Fiir die Punkte, die ein gleichseitiges n-Eck auf dem Einheitskreis bilden, stellen wir eine um
ein Vielfaches hohere Laufzeit fest. Dies liegt darin begriindet, dass wir in diesem Beispiel kei-
nen eindeutigen Fréchet-Mittelwert haben — der Algorithmus muss eine (g, 5)—Uberdeckung
von n Minimierern berechnen, was sich in einer entsprechend hoheren Anzahl von Iterationen

(siehe auch Abbildung 5.1d) und, eingehend damit, hoherem Zeitaufwand widerspiegelt.

Tabelle 5.1 lasst zudem, bei Betrachtung der Werte fiir mehr bzw. weniger als zehn Daten-
punkte darauf schlieflen, dass die Laufzeit zwar von der Anzahl der Eingangsdaten abhéngt,
die Anzahl der Fréchet-Mittelwerte jedoch einen weitaus hoheren Einfluss hat. Da bei allen
angegebenen Werten die Standardabweichung relativ klein ist, konnen die Durchschnittswer-
te als reprasentativ fir die Performance des Algorithmus bei Eingabe einer entsprechenden

Testinstanz angesehen werden.

Die explizite Bestimmung der Fréchet-Mittelwerte aller Beispiele mit | | bendtigt hinge-
gen fiir alle Instanzen nur wenige Zehntelsekunden und liefert dartiber hinaus exakte Werte
fiir diese. Sie ist daher zweifelsohne dem in Abschnitt 4.3.1 vorgestellten Branch-and-Bound-

Algorithmus vorzuziehen.

5.4.2 Numerik fiir Instanzen auf der Kugeloberflache

Wir betrachten die Testinstanzen aus Abschnitt 5.1.2. Fiir die uniform verteilten Daten
wurden einmal je n = 10 und einmal je n = 100 Datenpunkte auf die in Abschnitt 5.2
beschriebene Weise gezogen. Die Berechnung der Fréchet-Mittelwerte wurde » = 100 mal
wiederholt. Fiir die Falle des Tetraeders und der diametral gegeniiberliegenden Punkte haben
wir, aufgrund des hohen Rechenaufwandes, lediglich » = 10 Wiederholungen durchgefiihrt.
Die Genauigkeiten &,d wurden auf ¢ = 107! und § = 107! gesetzt. Die Ergebnisse der

Berechnungen sind in Tabelle 5.2 zu sehen. Die theoretische Anzahl

q:

argmin Fn(m)‘ = ]{m € S? ’ m ist Fréchet-Mittelwert zu ﬁn}‘
meS?

an Fréchet-Mittelwerten (vgl. Abschnitt 5.1.2) wurde in der dritten Spalte notiert. Alle
weiteren, aufgefithrten Werte sind Durchschnittswerte und jeweils mit zugehoriger empiri-
scher Standardabweichung angegeben. Das Oberflichenmafl v(A) der (e, §)-Approximation A
findet sich in der letzten Spalte der Tabelle 5.2. Die Ergebnisse sind dabei zur besseren In-

terpretation im Verhéltnis zur Gesamtoberfliche v(S?) = 47 der Einheitskugel angegeben.
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Verteilung | n | ¢ | Laufzeit (in s £ s.d.) | Iterationen (£ s.d.) | ¥(A) (£ s.d.)
uniform 101 30+ 1,6 468 = 145 1,3% £ 0,1%
Halbkugel | 100 | 1 13,8+ 2.2 539+ 44 1,3% £ 0,1%
uniform 101 23,1+ 225 1.356 = 696 1,9% + 0,5%
Kugel 100 | 1 309,2 + 239,9 5.142 + 2.381 4,7% + 1,7%
Tetraeder 41 4 1.202,0 = 96,2 11.791 £ 106 11,6% + 0,1%
diametral 2| o0 2.438,6 4+ 243,0 13.927 + 646 19,1% 4+ 0,3%

Tabelle 5.2: Performance des Branch-and-Bound-Algorithmus auf der Kugel zur Ermittlung
einer (g,d)-Uberdeckung A der Menge der Fréchet-Mittelwerte, e = ¢ = 107!

Es ist leicht zu erkennen, dass die Bestimmung der Fréchet-Mittelwerte auf der Kugelober-
flache, trotz geringerer Genauigkeit, einen erheblich hoheren Rechenaufwand im Vergleich
zum Einheitskreis erfordert. Dies liegt vor allem darin begriindet, dass die untere Schran-
ke wesentlich aufwendiger in der Berechnung ist, als im Falle der Kreislinie. Zudem ist die
Unterteilung des zugrunde liegenden Raumes weitaus rechenintensiver. Um die Grofe eines
Teilbereiches (hier: den Durchmesser eines Dreiecks) zu halbieren, sind nach der von uns
vorgeschlagenen Regel bis zu drei Schritte notwendig (vgl. Lemma 4.4). Fiir die Kreislinie re-

1
3

Der Zeitaufwand, um die Approximation mit vorgegebener Genauigkeit o zu berechnen, ist

duziert sich die Grofe eines Kreisbogens hingegen nach jeder Unterteilung um den Faktor
aus diesem Grund deutlich hoher.

Uberdies zeichnet sich ein dhnliches Bild, wie bei den Beispielen des Einheitskreises ab.
Wihrend das Verfahren bei uniform auf einer Halbsphére verteilten Daten bereits nach weni-
gen Sekunden Ergebnisse liefert, ist die Laufzeit fiir uniform auf der ganzen Kugel verteilte
Daten um ein Vielfaches hoher. Dies ist erneut auf viele lokale Minimalstellen der Fréchet-
Funktion zurtickzufithren, welche erst sehr spat durch das Verfahren aus der Liste £ zu

untersuchender Elemente eliminiert werden.

Man beachte, dass die Ergebnisse fiir uniform auf der Kugel verteilte Daten hohen Schwan-
kungen unterliegen. Dies begriindet sich damit, dass sich die Fréchet-Funktionen zu zwei
verschiedenen Stichproben derselben Machtigkeit aus derselben Verteilung enorm unterschei-
den konnen. Wihrend die Funktionswerte lokaler Minimierer von £, in einer Stichprobe sehr
stark vom globalen Minimalwert abweichen kénnen, kann bei einer anderen der Fall auftre-
teten, dass es lokale Minimierer gibt, deren Funktionswert sich nur geringfiigig vom globalen
Minimalwert unterscheidet (vgl. Abbildung 5.2). Ist letzteres der Fall, konnen Gebiete um
solche lokalen Minimalstellen erst sehr spat vom Algorithmus aus der Liste £ zu bearbeiten-

der Elemente eliminiert werden, was in einer betrachtlich hoheren Laufzeit resultiert.
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(b) Funktionswerte lokaler Minima unterscheiden sich nur geringfiigig vom globalen Minimalwert,
Laufzeit etwa 800s

Abbildung 5.2: Graphen von Fréchet-Funktionen E, zun =100 gegebenen, uniform auf der
Sphire S? verteilten Punkten, p = 2
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Fiir nicht-eindeutige Fréchet-Mittelwerte benotigt der Algorithmus eine noch weitaus héhere
Anzahl an Iterationen zur Ermittlung der Approximation derer. Dies trifft insbesondere fiir
den Fall der diametral gegeniiberliegenden Punkte, in welchem ein ganzer Groflkreis ap-
proximiert werden muss zu und spiegelt den erhohten Aufwand wider, den das Verfahren
zur Berechnung der (e, 5)—Uberdeckung einer Vielzahl von Minimierern, statt eines einzigen

Punktes benotigt.

Abgesehen von den Daten, die einer uniformen Verteilung auf der Sphire S? entstammen,
besitzen die Ergebnisse unserer Testbeispiele nur eine geringe Standardabweichung. Diese
Durchschnittswerte konnen daher als reprasentativ fiir die Performance des Algorithmus bei

Anwendung auf Daten aus der entsprechenden Verteilung angesehen werden.

Bemerkung 5.5 Die hier verwendete Genauigkeit ¢ = 107! dient nur zu Demonstra-
tionszwecken und ist fiir praktische Anwendungen kaum relevant. Dort wird meist mit einer
hoheren Genauigkeit gerechnet, um aussagekréiftige Ergebnisse erzielen zu konnen. In diesem

Fall wird man mit erheblich langeren Laufzeiten rechnen miissen.

5.5 Anwendungsbeispiel — Magnetische Remanenz

Abschlieflend wenden wir uns in diesem Kapitel zwei Anwendungsbeispielen zu. Das erste
Beispiel, welches wir in diesem Abschnitt betrachten, behandelt einen Datensatz zum The-
ma ,Magnetische Remanenz* und ist in der Geologie von besonderer Bedeutung. Wir wollen

zunachst den Hintergrund der Daten etwas néher erlautern.

Die Erde ist von einem Magnetfeld umgeben, welches langsamen zeitlichen Verédnderungen
unterliegt. Ein Bestandteil des Erdmagnetfelds, das Feld der remanenten Magnetisierung, ist
lokal sehr unterschiedlich; zeitliche Verdnderungen dieses Feldes finden jedoch nur in geolo-
gischen Skalen statt. Es ist besonders in den oberen Teilen der Erdkruste zu finden. Unter
magnetischer Remanenz (auch: Restmagnetisierung) versteht man dabei die Magnetisierung,
die zuriickbleibt, wenn ein Material (bspw. Gestein) zeitweise einem Magnetfeld ausgesetzt
war und magnetisiert wurde. Dieser Effekt ist speziell in erzhaltigen Gesteinsablagerungen

oder Sedimenten zu finden.

In Rahmen dieser Arbeit handelt es sich bei dem betrachteten Material um Sedimentgesteine.
Diese ,konnen Trager eines ,eingefrorenen Magnetismus sein, indem sich schon magnetisier-
te Mineralbestandteile [...] mit ihrer magnetischen Achse (wie kleine Kompassnadeln) unter
Anpassung an das wahrend der Sedimentation herrschende Magnetfeld ablagern.” | ,
S. 256] Ist das Material erst einmal magnetisiert, so verbleibt die Magnetisierung bis zu

einer Umpolung im Gestein erhalten. ,Ein spéter entstehendes, abweichendes Magnetfeld
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vermag dagegen [...] keine nennenswerte Veranderung [des bestehenden Magnetfeldes| her-
vorrufen.” | , S. 256] Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Paldomagnetismus

bzw. fossilem Magnetismus.

Da sich die Magnetisierung von Sedimentgesteinen iiber einen sehr langen Zeitraum hinweg
erstreckt, enthélt es Informationen iiber den ehemaligen Verlauf des Erdmagnetfeldes in der
geologischen Vergangenheit. Folglich konnen wir Messungen magnetischer Remanenz als zir-
kulére Daten mit Informationen iiber die Richtung des Erdmagnetfeldes zum Zeitpunkt der

Gesteinsablagerung in fritheren Erdperioden auffassen, vgl. | , Kapitel IV. 3].

Wir betrachten einen Datensatz mit Messungen der magnetischen Remanenz aus n = 52
Proben aus Rotsedimentgesteinen aus dem Bowenbecken, Queensland (Australien). Die Da-
ten sind in | . S. 284, Beispiel B5| zu finden und unter DataB5FisherSpherical im
Paket CircNNTSR in R verfiigbar. Zur Illustration sind die Winkelkoordinaten der Daten, so-
wie eine Darstellung als Punkte auf der Einheitskugel in Abbildung 5.3a bzw. 5.3b zu sehen.
Die abgebildeten Punkte sind als Richtungen des Magnetfeldes (genauer: als die magneti-
schen Nordpole) der genommenen Proben zu verstehen; ausgegraute Punkte liegen auf der

gegeniiberliegenden Seite der Kugeloberfliache.

Wir mochten anhand dieser Daten die Richtung des Magnetfeldes zum Zeitpunkt des geologi-
schen Alters des Gesteins ermitteln. Da die Proben alle derselben Region entstammen, wird
die mittlere Richtung des Magnetfeldes der ermittelten Proben eine Naherung dafiir ergeben.
Wir bestimmen deshalb eine Approximation des Fréchet-1-Mittelwertes der gegebenen Mes-
sungen. Als Genauigkeiten sollen uns die Werte (g,6) = (1072,107!) geniigen. Das Ergebnis,
das wir mit dem in Abschnitt 4.3.2 vorgestellten Algorithmus erhalten, visualisieren wir in
Abbildung 5.3b.

Die (e, d)-Approximation der Menge der Fréchet-1-Mittelwerte, in Abbildung 5.3b rot zu
sehen, tiberdeckt einen Bereich rund um den geografischen Nordpol. Aufgrund der geringen
Grofle des Gebiets und der Tatsache, dass dieses zusammenhéngend ist lasst sich darauf
schlieflen, dass es fiir die gegebenen Daten wahrscheinlich einen eindeutigen Minimierer der
Fréchet-Funktion in dieser Region gibt. Dieses Ergebnis legt nun nahe, dass sich der magne-

tische Nordpol zum Zeitpunkt der Polung der Proben, in jenem Bereich befand.
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(a) Winkel des Datensatzes, gegeben im Gradmaf mit (0, ¢) € [-90°,90°] x [0°,360°), Léangen- und
Breitenkreise gepunktet angedeutet
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(b) (e,0)-Approximation (rot) des Branch-and-Bound-Verfahrens mit (g,6) = (1072,107!), ange-
wendet auf DataB5FisherSpherical, durch Unterteilung entstandene Dreiecke in grau ange-
deutet, gegebene Datenpunkte als (M) dargestellt; Langengrade in rot, Breitengrade in blau
notiert

Abbildung 5.3: Daten des Datensatzes DataB5FisherSpherical in verschiedenen Perspekti-
ven und Ausgabe des Branch-and-Bound-Algorithmus
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5.6 Anwendungsbeispiel — Bau eines

Verteilungszentrums

Das zweite Anwendungsbeispiel befasst sich mit unserem einfithrenden Beispiel aus (1.1).
Dazu gehen wir von folgendem Szenario aus: Der Besitzer eines Unternehmens, das seine
Produkte international vertreibt, moéchte ein neues globales Verteilungszentrum v errichten.
Dieses soll so gebaut werden, dass die mittlere Distanz zu seinen bereits existierenden, lokalen
Umschlagplatzen in den Stéddten x, s, ..., r15 minimal wird. Die Lage der Handelsplatze
ist Tabelle 5.3 zu entnehmen. Sie sei durch die angegebenen Winkelkoordinaten definiert,
wobei (6;,¢;) € [—90°,90°] x [—180°,180°), i = 1,2,...,15, sei und ist wie iiblich in geo-
grafischer Lange (die ostliche/ westliche Entfernung vom Nullmeridian) und geografischer
Breite (die nérdliche/ siidliche Entfernung vom Aquator) zu verstehen. Alle Stidte sind in
Abbildung 5.4 auf einer Weltkarte skizziert.

Nr. | Standort 0; "y Nr. | Standort 0; ;i
1 | New York City | 40,72° —74,00° | 9 | Johannesburg | —26,20°  28,07°
2 | Mexiko-Stadt 19,25°  —99,15° | 10 | Mumbai 18,97°  72,83°
3 | Rio de Janeiro | —22,90° —43,20° | 11 | Shanghai 31,23° 121,47°
4 | Buenos Aires —35,00° —58,00° | 12 | Jakarta —6,18° 106,83°
5 | Paris 48,85° 2,35° | 13 | Seoul 37,57°  126,98°
6 | London 51,52° 0,12° | 14 | Tokio 35,68°  139,77°
7 | Moskau 55,75° 37,62° | 15 | Sydney —33,85°  151,20°
8 | Kairo 30,05° 31,23°
Tabelle 5.3: Koordinaten der Standorte der lokalen Umschlagplétze xq, xo, ..., z,, angegeben

in geografischer Lange 6; und geografischer Breite ¢,

Wir modellieren die FErdkugel als perfekte Kugel und nehmen an, dass die Stand-
orte 1, s, ..., 15 auf der Kugeloberfliche S? verteilt seien. Den Abstand zweier Punkte
messen wir in Bogenldnge. Die tatsdchliche Distanz auf der Erdoberflache ergibt sich unter
diesen Annahmen durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor, welcher zur Ermittlung

des Minimierers von

L
min  — Y _d(z;,v), (5.4)
153

vES?

jedoch unerheblich ist. Zur Losung des o. g. Problems (5.4) bestimmen wir eine Approxi-
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Abbildung 5.4: (e, d)-Approximation (rot) des Branch-and-Bound-Verfahrens fiir das oben
dargestellte Transportproblem (5.4), (g,d) = (1072,107!), dargestellt auf ei-
ner Weltkarte (Mercator-Projektion), Lage der Datenpunkte durch schwarze
Punkte (e) skizziert

mation der Fréchet-1-Mittelwerte des zu zq, xs, ..., x5 gehorigen Fréchet-Funktionals mit
dem Algorithmus aus Abschnitt 4.3.2 und den Genauigkeiten (¢,d) = (1072,1071). Die Aus-
gabemenge ist in Abbildung 5.4 skizziert. Die abgebildete Weltkarte im Hintergrund dient
lediglich der Illustration und besseren Orientierung. Man beachte, dass die Karte aufgrund
der Erdkriimmung verzerrt ist und die Lage der Daten in der Grafik von ihrer tatséchlichen

Position auf der Erde geringfiigig abweichen kann.

Die Darstellung legt nahe, dass man ein Verteilungszentrum, welches den mittleren Abstand
zu den gegebenen Standorten x1, s, ..., x5 minimiert, vor der Kiiste des US-Bundestaates
Washington bzw. stidwestlich von British Columbia errichten sollte. Da der Bau eines solchen
Gebaudes auf hoher See jedoch aufgrund hoher Kosten und schlechter Anbindung an die
Infrastruktur fiir praktische Zwecke eher ungeeignet ist, sollten bei der Modellierung des
Transportproblems solche Nebenbedingungen des Optimierungsproblems gegebenenfalls mit

in Betracht gezogen werden.
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6 Fazit und Ausblick

Mit dem konstruierten Branch-and-Bound-Verfahren lésst sich deterministisch eine beliebig
genaue Approximation aller Fréchet-p-Mittelwerte einer gegebenen Menge von Punkten auf
der ein- oder zweidimensionalen Einheitssphare bestimmen. Wahrend eine Methode zur ex-
pliziten Berechnung der Minimierer von (2.3) auf der Kreislinie dabei bereits aus | ]
bekannt gewesen ist, wird der vorgestellte Algorithmus fiir die Kugeloberfliche S? weitge-
hend neu entwickelt. Der gewéhlte Ansatz zur Bestimmung von Schranken beruht dabei
allein auf den in Kapitel 3 dargelegten geometrischen Uberlegungen. Daher miissen keine
Einschrankungen iiber die Lage der Daten, wie etwa in | | getroffen werden und es
kann auf Voraussetzungen an die Zielfunktion, wie etwa Differenzierbarkeit oder Konvexitét,

ganzlich verzichtet werden.

Aus den in Kapitel 5 durchgefiihrten numerischen Experimenten geht hervor, dass die Lauf-
zeit des Algorithmus von der Anzahl der Datenpunkte, deren Verteilung auf der Sphare
und in erster Linie von der Anzahl der Fréchet-Mittelwerte abhidngt. Wahrend im Falle ein-
deutiger Minimierer das Verfahren nach relativ kurzer Zeit Ergebnisse liefert, dauert die

Berechnung fiir nicht-eindeutige Fréchet-Mittelwerte erheblich langer.

In Kapitel 3 haben wir den Abstand eines gegebenen Punktes von einem Kreisbogen bzw.
Kugeldreieck bestimmt. Damit ist es uns gelungen, eine untere Schranke des Minimalwertes
der Fréchet-Funktion zu konstruieren. Diese ist fiir den Fall, dass nur ein Datenpunkt (n = 1)
gegeben ist, scharf. Fiir n > 1 ist dies hingegen im Allgemeinen nicht zu erwarten. Eine bes-
sere untere Schranke fiir mehr als einen gegebenen Datenpunkt kann man moglicherweise
durch simultane Betrachtung mehrerer Punkte oder Einbezug von mehr Informationen, wie
etwa stiickweise Differenzierbarkeit der Zielfunktion erhalten. Eine Verdnderung der Art und
Weise der Unterteilung des Raumes oder der Auswahl des fiir einen Bereich repréisentativen
Punktes, konnten sich zudem positiv auf die Laufzeit des Algorithmus auswirken. All diese

Ideen gehen allerdings tiber den Rahmen dieser Arbeit hinaus.

Das in Abschnitt 4.1 vorgestellte Branch-and-Bound-Verfahren ist zur Bestimmung von
Fréchet-p-Mittelwerten auf allgemeinen metrischen Rédumen formuliert. Sofern geeignete Un-
terteilungsvorschriften und untere Schranken fiir die Fréchet-Funktion auf einem solchen

Raum existieren, ldsst sich der angegebene Algorithmus folglich leicht verallgemeinern.
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Naheliegend fiir weitere Betrachtungen waren die nachstehenden beiden Beispiele.

(1) Durch Betrachtung einer entsprechenden Halbsphére liefie sich das vorgestellte Verfah-
ren auf reelle projektive Riume RP* der Dimension k = 1,2 iibertragen. Die konstru-
ierten unteren Schranken und Branch-Vorschriften ergeben sich &hnlich zu den hier

angegebenen.

(2) Eine Erweiterung des Algorithmus zur Bestimmung von Fréchet-Mittelwerten auf k-
Sphéaren der Dimension k& > 3 ist ebenfalls denkbar. Hierzu miissten entsprechende
Branch-Vorschriften und untere Schranken konstruiert werden. Ein (rein) geometri-

scher Ansatz ist hierbei vermutlich aufwendiger.

Projektive Rdume und k-dimensionale Spharen mit k£ > 3 wurden in dieser Arbeit nicht
eingehender behandelt. Die Betrachtung von globalen Optimierungsproblemen tiber diesen
Réaumen und Berechnung von Fréchet-p-Mittelwerten darauf bieten jedoch Potential fiir wei-

terfithrende Untersuchungen.
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A Anhang

##### Allgemeine Funktionen #####

### Zielfunktion
Fnhut <— function (m , d = darc, ...){

1/length(x) * sum( sapply(x, d, y = m) p )
### push haengt einen Vektor x (hinten) an eine Liste an
push <— function (liste, x){
c( liste, 1list(x) )
### delete loescht das Element x aus einer Liste
delete <— function(liste, x){
liste[[ Position( function(y) identical(y, x), liste) ]] <— NULL

liste

### get.index zur Bestimmung des Index des ersten Elements der liste mit
kleinstem/ groesstem Element des Eintrags entry

get.min.index <— function(liste, entry){

which.min( sapply(liste, function(x) x[[entry]]l) ) [1]

get.max.index <— function(liste, entry){

which.max( sapply(liste, function(x) x[[entry]]l) ) [1]

##### Funktionen fuer die Berechnung von IM bei S71 #####

### set enthaelt eine Liste von Punkten, die eine Starttriangulation der
Manningfaltigkeit beschreibt
set <— 1list ( list(left = —pi, right = pi) )
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### branch berechnet bei Eingabe eines Intervalls eine Unterteilung dieses
branch <— function (intervall, init = INIT, mid = MID){

c( init( list( list( left = intervall$left, right = mid(intervall) ) |,
list( left = mid(intervall), right = intervall$right) )

;| ### mid berechnet den Mittelpunkt eines Intervalls

mid <— function( intervall ){

(intervall$left + intervall$right) / 2

### darc berechnet den Abstand im Bogenmass

darc <— function (x, y) {

d <— abs( x — y )
ifelse( d <= pi, d, 2*pi — 4 )

### init erzeugt bei Eingabe einer Menge (als Liste) eine Liste mit
Informationen, die vom Algorithmus bearbeitet werden kann, der Gestalt

(Punktinfos, size, ub, 1b), untere Schranke mit Lipschitz
init.3ineq <— function( set, ... ) {

L <— 1ist ()

for( X in set ){
f <— Fnhut( mid(X) )
L <— push(L, c(X, size = size(X), ub = f , 1b
size (X) ))

f —p *x pi~(p—1) =

}
L

### size berechnet die Groesse eines Intervalls

size <— function( intervall ){

intervall$right — intervall$left
### init.acc wie init.3ineq, untere Schranke mit geom. Konstruktion
init.acc <— function( set, ... ) {

L <— 1list ()
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for( X in set ){
1b <— O
for( i in 1:length(x)){

if ( ' (X$left <= x[[i]] && X$right >= x[[i]]) ){
1b <— 1b + min( darc(X$left, x[[i]]) "p, darc(X$right, x[[il]) "p )

}
L <— push(L, c(X, size = size(X), ub = Fnhut( mid(X) ) , 1b = 1b/
length(x)) )

}
L

### Berechnung des (Oberflaecheninhalts der Approximation ###

size_kreis <— function( A ) {

size <— O
for ( X in A ){
size <— size + X$size

}

size

#### Funktionen fuer die Berechnung von IM bei S72 #####

### set enthaelt eine Liste von Punkten, die eine Starttriangulation der
Manningfaltigkeit beschreibt, die Eckpunkte sind hierbei mit 41, d2, d3
bezeichnet.
set <— list ( list(dl = ¢(1,0,0), d2 = ¢(0,1,0), d3 = c(0,0,1)),
list (d1 c(0,1,0), d2 = ¢(-1,0,0), 43 = c(0,0,1)),
list(dl = ¢(-1,0,0), d2 = ¢(0,—1,0), d3 = c(0,0,1)),
list(dl = c(0,—-1,0), d2 c(1,0,0), d3 = c(0,0,1)),
list(dl = c(1,0,0), d2 c(0,1,0), d3 = c(0,0,—-1)),
list(dl = ¢(0,1,0), 42 c(-1,0,0), d3 = ¢(0,0,-1)),
list(dl = c(—1,0,0), 42 c(0,—-1,0), d3 = c(0,0,-1)),
list(dl = c(0,—1,0), d2 c(1,0,0), d3 = c(0,0,—-1))

### branch berechnet bei Eingabe eines Dreiecks eine Unterteilung
branch <— function (D, INIT, ...){
d12 <— darc( D$d1 , D$d2 )

d13 <— darc( D$d1 , D$d3 )
d23 <— darc( D$d2 , D$d3 )
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if ( d12 == max( d12, d13, d23 ) ) {
c( INIT(C 1list( 1list( d1 = D$d1, d2 = norm.vec(D$d1+D$d2), d3 = D$d3 ),
list( d1 = norm.vec(D$d1l + D$d2), d2 = D$d2, d3 = D$d3 )))
)

} else if( d13 == max( d12, di13, 423 ) ){

c( INIT(C 1list( 1list( d1 = D$d1, d2 = D$d2, d3 = norm.vec(D$d1l + D$d3)
), 1list( d1 = norm.vec(D$dl + D$d3), d2 = D$d2, d3 = D$d3 )))

)

} else {

c( INIT(C 1list( list( d1 = D$d1, d2 = D$d2, d3 = norm.vec(D$d2 + D$d3)
) , list( d1 = D$d1, d2 = norm.vec(D$d2 + D$d3), d3 = D$d3 )))
)

### mid berechnet den Mittelpunkt eines Intervalls
mid <— function( D ){

m <— ( D$d1 + D$d2 + D$d43 ) /3

m <— norm.vec (m)

### darc berechnet den Abstand im Bogenmass

darc <— function (x, y) {

dotprod <— x % x % y

if ( abs( dotprod ) >= 1 ){
if( sign( dotprod ) == 1

} else acos( dotprod )

s|arcsin <— function (x, y) {

dotprod <— abs( x % * % y )
if ( dotprod >= 1 ) pi/2 else asin( dotprod )

### size berechnet den Umkreisradius eines Dreiecks

size <— function (D) {

max ( darc( D$d1, D$d2 ), darc( D$d1, D$d3 ), darc( D$d2, D$d3 ))
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### norm.vec normiert einen Vektor

norm.vec <— function( vector ){

1/sqrt( sum( vector”~2) ) * vector

### init erzeugt die Liste mit Informationen im Laufe des Algorithmus,
untere Schranke mit Dreiecksungleichung

init.3ineq <— function( set, ... ) {

L <— 1list ()

for( X in set ){
f <— Fnhut( mid(X) )
L <— push(L, c(X, size = size(X), ub = f , 1b = f — p % pi~(p—1) =x
size (X) ))

}
L

### init erzeugt die Liste mit Informationen im Laufe des Algorithmus

untere Schranke mit geometrischer Konstruktion
init.acc <— function( set, ... ) {

L <— list()
for( X in set ){
f <— 0
nl2 <— norm.vec(X$d1l %x% X$d2)
if( n12 % x % X$d3 < 0) ni12 <— —nl2
n23 <— norm.vec (X$d2 %x% X$d3)
if( n23 % x % X$d1 < 0) n23 <— —n23
n31 <— norm.vec(X$d3 %x% X$d1)
if( n31 % % % X$d2 < 0) n31 <— —n31

QR12 <— qr(matrix( c( X$d1 , X$d2 , —nl12 ), nrow = 3 ))
Q12 <— qr.Q(QR12)
R12 <— qr.R(QR12)
QR23 <— qr(matrix( c( X$d2 , X$d3 , —n23 ), nrow = 3 ))
Q23 <— qr.Q(QR23)
R23 <— qr.R(QR23)
QR31 <— qr(matrix( c( X$d4d3 , X$d1 , —n31 ), nrow = 3 ))

Q31 <— qr.Q(QR31)
R31 <— qr.R(QR31)

for( xi in x ){
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g <— 0
if( !'is.in.Delta.scalprods(nl2, n23, n31, xi) ){

if( is.in.Lambda.qr(Q12, R12, xi) )
gl2 <— arcsin( xi, —nl12 )
else gl2 <— min( darc(xi, X$d1), darc(xi, X$d42) )

if( is.in.Lambda.qr (Q23, R23, xi))
g23 <— arcsin( xi, —n23 )
else g23 <— min( darc(xi, X$d2), darc(xi, X$d3) )

if( is.in.Lambda.qr(Q31, R31, xi) )
g31 <— arcsin( xi, —n31 )

else g31 <— min( darc(xi, X$d3), darc(xi, X$d1) )

g <— min( gl2, g23, g31 )

}
f<—f + g’p
}
f <— 1/length(x) * f
L <— push( L, c(X, size = size(X), ub = Fnhut(mid(X)), 1b = £ ) )

### Kreuzprodukt zweier Vektoren a, b

“%x%¢ <— function ( a, b ){

c(C all2]1*b[[3]] — all311*b[[2]], all3]1]1«b[[1]] — all1]]1*b([[3]1], all1]llxDb
(211 — al[2]]1«b[[1]1]1)

### Test, ob Punkt x im Dreieck D = D(dl1, d2, d3) enthalten ist

5| # durch Loesen eines linearen Gleichungssystem

is.in.Delta.qr <— function( Q, R, y ){

X <— backsolve( R, t(Q) % * % y )
if(C X[[1]] >= 0 && X[[2]] >= 0 && X[[3]] >= 0) TRUE else FALSE

# durch Berechnung von Skalarprodukten
is.in.Delta.scalprods <— function( n12, n23, n31, y ){

if( (y % * % n12) >= 0 && (y % * % n23) >= 0 && (y % % % n31) >= 0) TRUE
else FALSE
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### Test, ob Punkt x im Zweieck Lambda = Lambda(dl, d2) enthalten ist
is.in.Lambda.qr <— function( Q, R, y ){

X <— backsolve( R, t(Q) % *x % y )
if( X[[1]] >= 0 && X[[2]] >= 0 ) TRUE else FALSE

}

1| ### get.angles bestimmt die Winkel der Kugelkoordinaten

get.angles <— function(y){

list(phi = atan2(y[[2]], y[[1]]), theta = acos(y[[3]]) )

### get.angles bestimmt die Winkel der Kugelkoordinaten, geografische
Laengen

get.angles.geo <— function( y ){

list(theta = pi / 2 — acos(y[[3]]1), phi = atan2(y[[2]1], y[[111))

### get.vector bestimmt die kartesische Koordinaten aus Winkelkoordinaten

get.vector <— function( theta = 0, phi = 0 ){

c( sin(theta)*sin(phi), sin(theta)*cos(phi), cos(theta) )

### size_kugel bestimmt das Oberflaechenmass einer gegebenen Liste von
Dreiecken

size_kugel <— function( A ){

size <— O
for( X in A ){

size <— size + darc( norm.vec(X$d1l %x% X$d2), norm.vec (X$d1 %x’% X$d3)
) + darc( norm.vec(X$d2 %x% X$d43), norm.vec(X$d2 %x% X$d1) ) + darc(
norm.vec (X$d3 %x% X$d1), norm.vec(X$d3 %x% X$d2) ) — pi

}

size / ( 4 % pi ) * 100

#### Wrapper fuer BB—Algorithmen zum Finden (eps,delta)—minimaler Punkte
H#H##

## SET enthaelt eine Liste von Punkten, die eine Starttriangulation der
Manningfaltigkeit beschreibt
## INIT erzeugt aus SET eine Liste mit den Attributen — Beschreibung des

Dreiecks,




298

299

300

301

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

314

316

317

318

319

328

329

330

331

333

334

335

336

A Anhang 80

## Groesse (size), obere Schranke (ub) und untere Schranke (1b)

## BRANCH enthaelt eine Funktion, die bei Eingabe eines Dreiecks, eine
Unterteilung dieses ausgibt

## MID bestimmt bei Eingabe eines Dreiecks dessen <Mittelpunkt> auf der
Mannigfaltigkeit

## SIZE bestimmt den <Umkreisradius> des Dreiecks

## untere Schranken werden mit u bezeichne, Funktionswerte mit v

#### Einbinden des Quellcodes der Funktionen fuer den betrachteten
metrischen Raum ####

source ("general _functions.R")

# source("functions_S1.R")

source ("functions _S2.R")

#### Formulierung des Branch—and—Bound—Verfahrens ####

BandB <— function ( SET, INIT, BRANCH, MID, p = 2, eps = le—3, delta = le
—1, env = parent.frame(), eta = 1e—8, ... ){

function(data, ...){

## Initialisierung ##
e <— assign("x", data, pos = 1, envir = baseenv()) ## Definiere
Input x als globale Variable
) <— assign("p", p, pos = 1, envir = baseenv()) ## Definiere

Input p als globale Variable

L <— INIT(C SET, x, ... )

A <— list () ## Liste der eps—optimalen Minima
ustar <— —Inf ## aktuelle untere Schranke

vact <— Inf ## aktueller Funktionswert

vglob <— vact ## aktuell bester Funktionswert

xstar <— L[[ get.min.index(L, "1b") 1] ## Startbox und aktuell
betrachtete Box

xact <— xstar ## Box mit aktuell bestem Funktionswert
iter <— 0 ## Anzahl durchgefuehrter Iterationen
time <— Sys.time() ## Stoppuhr

toplot<— list () ## Liste der zu plottenden Punkte

## Branch—and—Bound—Schleife ##
while ( length(L) > 0 ){

iter <— iter + 1

L <— delete(L, =xstar)
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## Branching—Schritt in Subboxen sB/ Teildreiecke ##
sB <— BRANCH (xstar, INIT, MID)
toplot <— c( toplot, list( MID(xstar)) ) ## Abspeichern der Punkte,

an denen unterteilt wird
for ( X in sB ){

## Test ob neu erzeugte Boxen Minima enthalten koennen, ggf.
Aufnahme
if ( X$1b <= vglob + eta ){

L <— push(L, X)

## Aktualisieren der oberen Schranke
if ( X$ub <= vact ){

xact <— X

vact <— X$ub

vglob <— min( vact, vglob )

## Streichen von Boxen/ Dreiecken, die kein Minimum mehr
enthalten koennen
for ( i in length(L):1 ) {

if( L[[i]]$1b >= vglob + eta ){ L[[i]] <— NULL }

if ( length(L) > 0 ){

## Waehle erstes Listenelement mit kleinster unteren Schranke
xstar <— L[[ get.min.index(L, "1b") 1]

## Waehle kleinste, bisher gefundene untere Schranke

ustar <— xstar$lb

## Bounding—Schritt — Untersuchung auf eps—Optimalitaet
while ( length(L) > 0 && (vact — ustar <= eps/2) ){

## Aufnahme von xact in Liste A falls noch in L enthalten
if ( list(xact) %in% L ){
if ( xact$size <= delta ){
A <— push(A, =xact)




388

389

390

391

392

393

394

395

396

397

398

399

400

401

402

403

404

405

406

407

408

409

410

411

412

413

414

415

416

A Anhang 82

L <— delete(L, xact)
}
else {

xstar <— xact

break

## Wahl einer neuen Box/ Dreieck und neues xact
if ( length(L) > 0 ){

### Definiere xstar als erstes Element von L mit ustar = min
aller unteren Schranken 1b aus L
xstar <— L[[ get.min.index(L, "1b") 1]

### Berechne xact mit kleinstem Funktionswert/ oberen Schranke
ub in L und aktualisiere obere Schranke

xact <— L[[ get.min.index(L, "ub") 1]

vact <— Fnhut (MID(xact))

# size <— size_kreis(A)

size <— size_kugel (A)

#### Ausgabe aller eps—optimalen Dreiecke/ Boxen in Dataframe geordnet
nach erster Spalte
list( output = A, time = difftime(Sys.time(), time, units = "secs"),

iter = iter, length = length(A), size = size, toplot = toplot )

#### Branch & Bound Algorithmus ####

bbalgo <— function(x, ...) BandB( SET = set, INIT = init.acc, BRANCH =
branch, MID = mid, p = 2, eps = le—3, eta = 1e—8 ) (data = x)
#bbalgo <— function(x, ...) BandB( SET = set, INIT = init.3ineq, BRANCH =

branch, MID = mid, p = 2, eps = le—1, eta = 1e—8 ) (data = x)
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